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OUVRAGES DE M. REYNAUD. 


10. Traité d'Arithméetique, à l'usage des Ingénieurs du Cadastre. BUEpe 
2°. Traité d'Arithmétique , à l'usage des Elèves qui se destinent à l'Ecole 
Polytechnique, à l’Ecolespéciale militaire et à la marine {12eédition) 3 f. 5o c. 


3°. flémens d'Algèbre (5e édition, 1821). 5'f. 50% 
4°. Elémens d’Algèbre, 2e section (1re édition). 5 f. 


5°. Trigonométrie rectiligne et sphérique, suivie des ‘lables de Loga= 
rithme de M. Lalande (2e édition). a 
6°. Traité d'application de l’ Algèbre à la Géométrie, comprenant la Tri- 


gonométrie (1re édition). Gf. 
n°. Fragmens sur l’ Algèbre et la Trigonoméetrie. 6f. 


8°. Manuel de l'Ingénieur du Cadastre, par MM. Pomurés etREyNAUD. 12. 
g°. Traité d’Arpentage de Lad&We, avec les Votes de Reynaud. Ces 
Notes contiennent, la Théorie des rentes perpctuelles et viagères,-plu- 
sieurs questions relatives à l'intérêt de l’argent, et des Tables de Loga- 


rithmes. 7 4 
"1 Nôtesisur Bezout-par Reynaud. * |, 
Cu AA "Er ECANXSF HE I 

100. Arithmétique de Bezout , avec les notes (11e édition). DE 


ao. Géométrie de Bezout, revue par Reynuud, et augmentée de Notes 
divisées en trois parties ; la première est destinée à compléter la Géométrie 
de Bezout; et:à lever des-principales difficultés de la Géométrie ; la seconde 

s“ffrefune}éollection dë roblèmes «et ide T'héorèmés ; Jaltroisième contient 

a' Fhéotid dés Plans et les Elémens de la Géométrie descriptive.  6f. 

12°. Algèbre et Application de l’ Algèbre à la Géométrie de Bezout, avec 

les Notes (6€ édition, 1923). 6'f, 
Les Notes sur l’Arithmétique et sur |’ Algèbre se tendent séparément. 

130. Traité élémentaire de Mathématiques , de Physique et de Chimie, à 
l'usage des Élèves qui se préparent aux examens pour le baccalauréat-ès- 
lettres. : 
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Nota. L’Arithmétique (122 édition) , |’ Ælgèbre (5e édition), l’applica- 
tion de l’ Algèbre à la Géométrie, comprenant la 7rigonométrie, et les 
Notes sur l”{{gèbre et surla Géométrie de Bezout, sont particulièrement 
destinées aux Elèves qui se proposent d'entrer à l’Ecole royale Polytechnique, 
et à l'Ecole spéciale militaire. Ces ouvrages renferment les solutions des prin- 
cipales difficultés relatives aux examens. 
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Je me suis proposé, dans cet Ouvrage, de réunir en 
un seul volume un grand nombre de problèmes et de 
théorèmes, dont les uns ne se trouvent dans aucun 
recueil, et dont les autres sont disséminés dans diffé- 
rens traités français et étrangers. J'ai cherché à pré- 
parer les élèves aux concours généraux, en leur pré- 
sentant les solutions des problèmes sous des formes 
variées propres à faire apercevoir combien le choix des 
inconnues influe sur Pélégance et la simplicité de ces 
solutions. Plusieurs problèmes sont extraits de mes 
Ouvrages. J’ai donné (pages 135.144) les solutions de 
différentes questions relatives à lécoulement des 
fluides, que javais indiquées en 1804 dans mes Frag- 
mens sur l’Algébre et la Trigonométrie. 

Mes occupations ne m'ayant pas permis de me livrer 
seul aux nombreuses recherches nécessaires à ce tra- 
vail, j'ai prié M. Duxamer de vouloir bien s’adjoindre 

à moi, et nous avons fait en commun le choix et la 
rédaction des problèmes contenus dans ce Recueil. 

Les considérations générales qui commencent lOu- 
vrage et se terminent au n° 110, sont de M. Duhamel. 

Les théories comprises depuis le n° 180 jusqu’au 
n° 100 et celles des n° 221, 222, sont tirées du Cours 
d'Analyse de M. Caucury. 

Nous avons aussi extrait diverses questions de la 


Théorie des Nombres de M. Lecenore, de la Résolu 
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(ER) 
tion des Equations numériques de M. LaGrance, et 
du Calcul des Probabilités de M. Laprace. 
La solution des problèmes proposés aux Concours 


| généraux des Colléges royaux de Paris (pag. 38r. . 394) 


Le 


nous a été donnée par M. Poumiés, officier de l'Uni- 


versité, professeur au Collége Charlemagné. 

M. Géroro, Professeur de Mathématiques, m'a COM- 
muniqué les bete énoncés dans les pages 398 et 
399; 1l a bien voulu se charger de faire l’errata. Les 
fautes indiquées, étant fort importantes, ill est, indis- 
pensable de les corriger avant de lies cet des ar: 
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ERRATA 


Pour_les Problèmes et Développemens sur diverses 
parties des Mathématiques. 


16, ligne 7 en remontant, PQ'P...V ; lisez PQR..V 











Page 
7, 9, dx, lisez d'A 

# # m ne 
17, 10, V/Pr, lisez V/P” 
at, 1 enremontant, moindre, lisez plus grand 

Ban ,: b? 
36, 6, ——, Sue 
37, 6, Dy, lisez Dmy 
m2— n? x ant? 
PTS di 104 Sin di lisez EP pr 
41, 14, sSuppléans, lisez adjacens 
ra A 8, inverse, lisez directe 
96, 21, UV, lisez UV (fig. 4) 
AMEL ho am... LV 
118, 2 en EMONANE ———_—— , Lisez —— —"— 
amd ENV AMIE RU 
119, 10 mes es CLR 
156, 17, m+n+...+Hk, lisez m+n+..+s 
156, 1 en remontant, (mx) = ma(x). (siques personnes 
n'ayant pas vu comment cette équation avait lieu quel que fût », nous 


ferons observer que puisqu'en multipliant x par un nombre entier, 
on multiplie la fonction, réciproquement on la divisera en divisant x par 


un nombre entier; et par suite, si x est multiplié par une fraction Fe la 


fonction le sera aussi; et de même pour »2 incommensurable, d’après le 
théorème des limites. 

Faisanty =o dans (1), il vient 4 (o)=o ; ct faisant ensuite y =, il vient 
g(—x)=— (x). Donc $(—mx) = — $ (mx) =— m o{x). Donc l’équatiou 
e(mx)= m ex) a lieu quelque valenr réelle qu’ait m. | 

On raisonnera de la même manière pour les problèmes suivans. 


163, 2 en remontant, », lisez nd 
181, 7 en remontant, lisez p{cosô + ÿ/—1 sin 8) 
226, 11, An ,disezn 
I 
f(h+ |] | fChæ+n)7; 
—— |, lisez | = | 
232, 10, [ F5 , lise [ F5 | 
I h 
232, 13, H° x, lisez x 
249, 3, AL”, lisez BL; 
267, 8, en remontant OB x OA, lisez ON x OC 


261, 10 en remontant, ODxOC., lisez OBxOA 


1.4 


Page 291, ligne 2, au lieu de R,S. lisez R, S' 
3, au lieu de RS, Lisez RS’ 











293, 6, au lieu de A, lisez A! 
310, . 7, AD, Lisez CD 
314, 10, —2ah?x, lisez + %ahx 
3a1, 2, a22b?, Lisez a2>2b? 
327, 2, p, p', lises p',p"; V, lisez 20 
331, 4, ba, lisez — Ligne 22,—a, lisez—p 
Qir, ALT re, lisez ©; — 4R?r?, lisez — Rors 
332, 16, — 62, lisez 4e 
346, 18, a, Lisez a 
347, 8, en remontant, Gxry, lisez — Cxy 
347; 7 enremontant, 6x, lisez — Cx 
352, 6 en remontant, k, lisez b 
353, 13, lisez ; 
n'y? + m'x2 + — n° + A, nt }er—n'ay mx =ô 
362, 16, (tig. 154), lisez (fiz. 153) 
367, 12, À, lisez A (fig, 154) 
7, 14, M”, Lisez M’ 
374, 2 enremontant, æ&, lisez y; y, lisez « 
315, 1 en remontant, 2bn, lisez 2bp 
378, 16, 1+n?, lisez Vin: 


388, ligmes 12 et 15, A+ B'Hr, lisez VA + hr 
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LIVRE PREMIER. 


CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR L'ARITHMÈTIQUE 
ET SUR L'ALGÈBRE. 


Des Nombres en général. 


1. L, nombre est le rapport de deux grandeurs de même 
espèce ; il donne la mesure de Pune par ÉpRDE à l’autre con- 
sidérée comme terme de comparaison et à laquelle on donne 
alors le nom unité. | 

Les nombres peuvent varier à linfini en même temps que 
les grandeurs comparées, et si l’on imagine que Punité restant 
constante, la grandeur à mesurer croisse d’une manière con- 
tinue depuis zéro jusqu’à Pinfini, son rapport à l'unité croitra 
semblablement d'une manière continue , et tous les. nombres 
auront été engendrés. 

Parmi ces rapports, les plus remarquables sont ceux qui ont 
lieu lorsque la grandeur variable se compose exactement de 
parties égales à Punité : dans ce cas, les nombres s'appellent 

1 


M 


ù | 


(2) 
entiers ; le plus pelit est relatif à l'égalité de la grandeur & 
Funité. Lorsque la grandeur est moidiïe que Punité, les nombres 
prennent le nom de fractions, | | 
L'idée des nombres entiers se ramène donc immédiatement 
à celle de légalité, qui est le plus simple de tous les rapports. 


: Pour ramener les fractions aux nombres entiers, on conçoit 


unité et la grandeur à mesurer décomposées en parties dé 
même grandeur; les deux nombres entiers qui en résultent 
sont composés l’un par rapport à Pautre de la même manière 
que les deux grandeurs correspondantek et leur rapport est par 
conséquent le même. On exprime donc lés fractions au moyen 
de deux nombres, dont l’un indique en combien de parties égales 
l'unité est divisée, et l’autre combien il y a-deces parties dans 
la grandeur à mesurer. 

Mais il pourrait se faire que cette dernière.n’eût pas de com 
mune mesure avec lunité; c’est-à-dire qu'il n’existât pas de 
grandeur, si petite qu’elle fût, qui fût contenue exactement 
dans elle et dans lunité ; c’est ce qui arrive quand on veut éva- 
luer le rapport du côté d’un carré à sa diagonale. Dans ce cas 
le rapport des nombres entiers ne donne qu’une approximation; 
mais elle peut être auséï grande qu’on veut : car en partageant 
l'unité en parties de plus en plus petites et les portant sur la. 
grandeur à mesurer, le reste sera toujours moindre qu'une de 
ces parlies, et pourra par conséquent devenir moindre que toute 
grandeur donnée; le rapport qu’on obtiendra en négligeant ce 
reste pourra donc approchér autant qu’on voudra du véritable. 

2. Les nombres sont d’un usage continuel dans la vie; ils 
servent à donner lidée des grandeurs qu’on ne peut montrer 
aux yeux et qui ne sauraient alors être déterminées autrement 
que par leur rapport avec d’autres que lon connaît. Dans tous 
les cas de ce genre, Pemploi des nombres est indispensable; mais 
il est encore de la plus grande utilité lors même que l’on pour- 
rait montrer les choses dont on veut donner la connaissance. La 
première raison en est que l’idée des nombres n’est point sou- 
mise aux erreurs des sens comme l'estimation, par lœil et le 
toucher, et qu'ils sont par conséquent plus propres que toute 


(3) 

autre chose à donner une notion exacte des grandeurs en les 
rapportant à une seule bien connue : la seconde raison est qu’il 
faudrait connaître d’une manière absolue toutes les grandeurs 
de chaque espèce, ce qui surchargerait la mémoire d’une quan- 
tité prodigieuse de noms et d'images, sans qu'on pût encore 
s'élever jusqu’à l’idée de grandeurs que l’on n’aurait pas vues et 
parfaitement retenues dans son esprit. En déterminant au con- 
traire les quantités par leurs rapports à d’autres connues, on 
n’a besoin que d'étudier les nombres une fois pour toutes, et de 
connaître une seule grandeur de chaque espèce d’une manière 
absolue. 

Pour distinguer les nombres, il a fallu les représenter par 
des signes dirons, Ceux au moyen desquels les hommes se 
communiquent le plus habituellement leurs pensées étant la 
parole et lécriture, on a exprimé les nombres par des mots et 
des caractères ; ce qui constitue la théorie de la numération. 


De la Numeration. 


3. De même qu'on avait rapporté les grandeurs à d’autres 
grandeurs connues de même espèce, on a pensé qu’il serait avan- 
tageux de rapporter les nombres à d’autres connus d’avance et 
choisis de manière que ce rapport füt toujours plus simple que 
le nombre à exprimer. Commençons par considérer à cet effet 
les nombres entiers. 

Les termes de comparaison ont été Gboisis parmi les nombres 
entiers, comme plus simples que tous les autres : de plus on les 
a pris constans, parce que devant être tout-à-fait familiers, il 
fallait restreindre leur nombre le plus possible. Enfin on a établi 
le même rapport entre l’un quelconque de ces termes etile sui- 
vant, afin que le passage de l’un à l'autre se fit au moyen de la 
même idée de pluralité, ce qui soulageait à la fois la concep- 
tion et la mémoire. Le premier terme de comparaison devait 
être le nombre un, comme formant tous les nombres entiers en 
s’ajoutant à lui-même; quant au rapport entre deux termes con. 
sécutifs, il restait arbitraire; il a été choisi égal à dix , probable- 

“ 


(K} 
ment pañce que les hommes ont commencé par compter ay ec 
leurs doigts. s3) Léa ù 

Ces térmes de comparaison une fois connus et devenus fami- 
liers, rien n’était plus facile que d'exprimer par leur moyen 
tous les nombres entiers. En effet, imaginons un nombre quel- 
conque ; et concevons-le décomposé en dixaines; 1l y en aura un . 
noñbre quelconque, plus des unités en nombre moindre que 
dix: sil y a plus de dix dixaines, décomposons-les en groupes 
de dix, c'est-à-dire en centaines; le nombre des dixaines res- 
tantes sera encore moindre que dix. En continuant ainsi, on 
arrivera à un point où le nombre des unités de la plus forte 
espèée sera moindre que dix, et le nombre total sera exprimé 
en unités simples, dixaines, centaines, ete.; chacun de ces termes 
de comparaison sera en nombre moindre que dix ,et n’exigera 
par conséquent que la conception de neuf pluralités différentes, 
et le souvenir de neuf mots pour les représenter. 

Nous ajouterons que le nombre des termes de comparaison 
sera fort petit et que six ou:sept suffiront pour les plus grands 
calculs dont la vie sociale offre des applications. 

4rAyant ‘ainsi donné la conception:et la momenclature des 
nombres,'il restait à les écrire de la manière la plus propre à 
leur éalcul. Onpouvait faire usage à cet effet de l'écriture ordi- 
naire; mais elle se serait prêtée difficilement aux calculs ; eton 
a eu récours à divers procédés dont nous ferons connaître d’abord 
le plus simple; il se déduit immédiatement de la nomenclature 
que nous venons d'exposer, ét est mainténänt presque univer- 
sellement employé. Ayant observé qué ‘dans la décomposition 
des nombres en dixaines , centaines, ete., il ne pouvait jamais y 
avoir plus de neuf ‘unités de chaque espèce, on “pensa qu'il était 
posible dereprésenter toutes ces parties au HU de neuf 

signes qui: désignassent les nombres depuis un'jusqu'à neuf,et 
d’une notation qui fit connaître l’ordre d'unités représenté dans 
chaquetéas par ces divers signes. On est convenu de désigner cet 
ordre par celui dans It les signes seraient écrits, ‘dé telle 
sorte que le premier à droite marquerait les unités, le second 
les dixaines, le troisième les centaines, et ainsi de suite. Mais, 
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comme il peut arriver que dans certains nombres il ne se trouve 
pas d’unités de lun des ordres intermédiaires entre le premier 
et le dernier, on a inventé un nouveau signe qui ne représente 
aucun nombre, et dont le seul office est de remplacer les ordres 
qui manquent , afin que les signes à leur gauche soient au rang 
qui , d’après la convention, doit correspondre à leur valeur. Ces 
dix signes se nomment chiffres et sont 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. 

La numération écrite des Romains était différente de celle-ci, 
qui nous vient des Arabes. {ls représentaient d’une manitre 
fort irrégulière certains nombres par des lettres de l'alphabet, 
et se servaient d’une décomposition très variable pour lexpres- 
sion de tous les autres nombres. La convention qui sert de base 
à ce système consiste en ce que les valeurs indiquées par deux 
lettres consécutives doivent être ajoutées quand celle de droite 
marque un nombre plus faible que celle de gauche, et retran- 
chées dans le cas contraire; nous m’insisterons pas sur un pro- 
cédé aussi irrégulier et aussi incommode, dont où ne se sert 
jamais pour les calculs, et qu’on n’emploie guère que d’une 
manière isolée dans Pexpression des numéros. 

Les Grecs avaient choisi neuf lettres pour représenter les 
neuf premiers nombres ; ils les affectaient d’un accent pour leur 
faire marquer des dixaines, de deux pour les centaines, et ainsi 
de suite : de plus, ils les écrivaient dans Pordre où ils devaient 
être lus, c’est-à-dire dans le même ordre que nous. Leur système 
ne différait donc du nôtre que par l’omission du zéro, au moyen 
duquel la place des lettres aurait suffi pour indiquer l'espèce de 
leurs unités, et aurait rendu les accens inutiles. Quelquefois. 
aussi, les lettres représentaient les nombres d’après le rang 
qu’elles occupaient dans l'alphabet, ce qui n’était pas en oppo- 
sition avec le système précédent, où les neuf premiers nombres 
étaient représentés par les neuf premières lettres. Il paraît 
qu'ils se servaient de ce procédé comme nous des chiffres ro- 

“mains : les chants de l’Iliade sont numérotés au moyen des 
lettres consécutives de l'alphabet grec. 

Nous laisserons tous ces systèmes pour ne plus considérer que 
le premier, qui est le seul employé dans le calcul. 
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5. Les nombres entiers étant nommés et représentés par 
l'écriture, il ne reste plus qu’à s’occuper des fractions. Nous 
avons déjà fait connaître d’une manière générale le moyen 

qu'on emploie à cet effet, et qui consiste dans la décomposition 
de l'unité et de la grandeur à mesurer en parties égales. Cette 
décomposition peut se faire d’une infinité de manières, parmi 
lesquelles on choisit de préférence la suivante, comme plus 
commode dans les calculs compliqués. On coneoit l'unité dé- 
composée en dix parties égales, et on cherche combien il y en 
a dans la grandeur à mesurer; si lon trouve un reste moindre 
que le dixième de l’unité, on conçoit semblablement ce dixième 
décomposé en dix parties égales , dont chacune sera par consé- 
quent le centième de l'unité principale; et on voit combien ik 
s’en trouve dans le reste; si les centièmes ne suffisent pas pour 
la mesure complète de la grandeur, on continue indéfiniment 
Ja subdivision décimale des unités successives. Quant à l’expres- 
sion de la fraction par l’écriture, il est facile de voir que les 
unités d’un ordre quelconque ne pouvant être en nombre supé- 
rieur à neuf, les dix chiffres suffiront pour les représenter, et 
-qwil ne restera qu'à faire connaître l’ordre des unités repré- 
sentées, et pour cela on est convenu de placer Les dixièmes à la 
droite des unités, les centièmes à la droite des dixièmes, et 
ainsi de suite ; de sorte que le rapport de deux unités consécu- : 
üves, tant dans la partie entière que dans la partie fractionnaire, 
fût toujours dix : on est convenu en outre que le chiffre des. 
unités se reconnaîtrait par une virgule mise à sa droite. 

Cette manière d'écrire les fractions offre de l'avantage dans. 
les calculs un peu compliqués, mais elle a Pinconvénient de ne 
donner souvent que par approximation des nombres que Pon 
aurait pu avoir exactement au moyen d’une autre décomposi- 
tion. 

Lorsqu'on emploie une décomposition quelconque de Punité, 
on écrit les deux nombres qui indiquent combien il y a de par-° 
ties dans unité et dans la grandeur à mesurer ; le premier se. 
met au-dessous de l’autre et on les sépare par un trait. 

Quelquefois, pour exprimer une fraction, on décompose 
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l'unité en parties égales, et celles-ci en d'autres quelconques, 
auxquelles on donne des noms qui n’indiquent nullement leur 
rapport à l'unité primitive; ces sortes de nombres se nomment 
complexes , et c’est surtout pour éviter les longueurs que leur 
calcul entraîne, que l’on a adopté la subdivision décimale des 
grandeurs. On choiïsissait ordinairement une décomposition qui 
se prêtât commodément aux détails du commerce; par exemple, 
on décomposait la livre poids en 16 onces, parce qu’on pouvait 
ainsi en prendre la moitié, le quart, le huitième, le seizième, 
ce qu'on ne peut faire d’après la décomposition décimale; mais. 
malgré cet inconvénients la division décimale offre des avan- 
tages qui doivent lui mériter la préférence. 

On avait cherché à réunir les deux avantages, en changeant 
la base du système de numération et prenant 12 au lieu de 10; 
alors les subdivisions des mesuresauraient pu être à la fois com- 
modes au calcul et au commerce; mais la difficulté d'introduire 
dans toutes les classes de la société une manière différente de 
compter et de se faire idée des nombres a fait renoncer à cette 
entreprise, et l’on a conservé la base dix. 


Des Unités de différente espèce. 


6. Ayant ainsi déterminé de quelle manière on composerait 
et décomposerait Funité pour l’expression de toutes les gran- 
deurs en nombres, il ne restait plus qu’à fixer la grandeur ab- 

‘solue de cette unité pour toutes les espèces de quantités. IL était 
important d’abord que cette unité fût la même pour tous les 
peuples, afin d'éviter les erreurs que pouvait causer la simili- 
tude des noms attribués à des choses différentes, ou les calculs 
nécessaires pour convertir ces unités les unes dans les autres, 
IL était utile encore que Punité de chaque espèce püût toujours 
se retrouver, si elle disparaissait , et pour cela qu’elle eût un 
rapport connu avec une grandeur invariable ; on a choisi à cet 
effet un méridien terrestre; on a partagé le quart de sa cir- 
conférence en dix mullions de parties égales; lune d’elles a 
été choisie pour unité de longueur et nommée mètre, 
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Cela posé, il ne restait plus qu’à rapporter au mètre toutes 
les autres unités. Les surfaces et les volumes s'y sont ramenés 
immédiatement en prenant pour leurs unités respectives le 
carré et le cube qui auraient pour côté un mètre ou toute 
autre longueur qui eût un rapport décimal simple avec Île 
/ mètre. 
Pour y rapporter les poids, on a choisi pour unité le poids 
d’un centimètre cube d’eau distillée prise dans le vide et à son 


maximum de densité; ces conditions rendant cette unité inva- 


riable remplissent l’objet qu’on s'était proposé. 

Quant au temps, on a trouvé plus naturel de faire dépendre sa 
mesure du mouvement de la terre qui, outre les avantages dont 
mous venons de parler , avait encore celui del éhplisdion la plus 
commode aux besoins de la vie. 


Moyens d'obtenir la généralité dans les résultats. 


7. La résolution de toutes les questions qu’on peut proposer 
sur les nombres se ramène à un petit nombre d'opérations 
simples qui, par les diverses combinaisons qu’on en peut faire, 
servent d’élémens à toutes les autres. Les opérations se repro- 
duisant à chaque instant sur des nombres différens , il faut 
déterminer pour chacune d’elles une marche générale indépen- 
dante des valeurs particulières de ces nombres, afin de ne pas 
recommencer les recherches pour chaque cas particulier. Dans 
les premières opérations, la décomposition uniforme des nom- 
bres a suffi pour en déduire des règles générales; mais dès 
qu’elles se sont un peu compliquées , on a eu besoin de démon- 
trer des propriétés générales sur les nombres, même pour ré- 
soudre des questions particulières, afin qu'étant sûr qu’elles 
s’appliquaient aux nombres inconnus , on püt combiner ceux-ci 
avec les données, et en déduire leurs valeurs. 

On observera pour cela que si Pon résolvait une question sur 
des nombres particuliers, sans dénaturer ces nombres par au- 
cune réduction , ils se retrouveraient tous dans Île résultat, et 
combinés entre eux d’une manière qui ne dépendrait que de fa 
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nature de la question et nullement des valeurs qu’on leur avait 
supposées. Le résultat s’appliquerait donc à toutes les questions 
de même nature, qui ne différeront que par la valeur des don- 
nées ; il apprendra comment il faut combiner ces données, 
quelles qu’elles soient, pour former les valeurs des inconnues. 
Ce résultat sera donc général. k 

Par exemple, pour découvrir la composition générale du carré 
de la somme de deux nombres, on en prendra deux arbi- 
traires, 7 et4, et on multipliera & plus # par 7 plus 4, ce qui 
donnera 7 fois 7, plus deux fois le produit 7 fois 4, plus 4 
fois 4; cela apprend que le carré de la somme de deux nom- 
bres contient toujours le carré du premier nombre, plus le 
double produit du premier par le second, plus le carré du 
second. 

Ce procédé ne laisserait rien à désirer silétait d’une applica- 
tion commode; mais il exigerait qu’on s’interdit toute réduc- 
tion , toute abréviation dans l'écriture, car on risquerait d’intro- 
duire par là des nombres qui fussent déjà dans les données; 
on pourrait alors les confondre dans le résultat, et on ne sau- 
rait plus s'ils sont constans ou variables d’une question dans 
Pautre : ainsi, dans le cas précédent, la réduction de deux 
termes égaux a produit le nombre deux; la simplicité de 
la question aurait empêché de le confondre avec les données 
s'il y en avait eu d’égales à deux; mais dans des questions 
plus compliquées, il pourrait y avoir des inconvéniens, et lon 
a renoncé à ce moyen. 

La difficulté venant uniquement de ce que les nombres pris 
pour représenter les données avaient des valeurs particulières 
qui pouvaient se reproduire par la combinaison de ces mêmes 
données; observant d’ailleurs que l'emploi de ces nombres n'avait 
d'autre objet que de fixer les idées et de distinguer les nom- 
bres qui entraient dans la question, on a imaginé de les rem- 
placer par des signes quelconques qui, ne désignant aucun 
nombre particulier, ne pussent être confondus avec ceux qui 
naîtraient du calcul. Ces signes sont les lettres de lalphabet; 
on les a choisies parce qu’elles étaient simples ét déjà connues. 
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8. I résulte de ces observations que pour résoudre d’une ie 
nière générale une question sur des nombres, il suffit de les. 
représenter par des lettres, et d'agir comme si lon traitæit 
un cas particulier : le résultat auquel on parviendra , indi-. 
quera, par sa forme, de quelle manière il-faut combiner les 
données , dans chaque cas particulier, pour former le résultat 
correspondant. ( 

Ainsi, pour trouver la loi du produit de la somme de deux 
nombres quelconques par leur différence , on représentera ces. 
deux nombres par les lettres a, b,et multipliant & plus à par 
a moins b, on trouvera pour produit a fois &, moins b fois 
qui apprend que le produit est toujours la différence des carrés. 
des deux nombres donnés. 

Enfin, on a introduit le plus grand degré. de simplicité dans. 
les calculs, en indiquant toutes les opérations par les signes. 
+, —, etc., qui signifient plus, moins, etc, et désignent: 
l'addition , la soustraction, etc. 

Cette méthode peut être employée dans tous les cas où le. 
résultat est décomposable en parties dont la composition se. 
ramène à des principes connus. Mais il arrive souvent que- 
cette décomposition est impraticable, comme, par exemple». 
dans le cas des nombres ircommensurables, c’est-à-dire qui 
n'ont pas de commune mesure avec l'unité. On sera alors. 
obligé de recourir à d’autres procédés, et tout ce qui y est 
relatif se déduira, comme application, d’une méthode générale. 
que nous allons exposer. 


Méthode des limites. 


9. Lorsqu'on veut trouver la relation qui existe entre des. 
quantités qui, par leur nature, ne peuvent être facilement 
comparées, on leur en substitue d’autres qui soient suscep- 
tibles de se prêter avec commodité au calcul, et qui puissent 
approcher autant qu'on voudra des quantités proposées, qui 
pour cette raison sont appelées leurs limites. 11 ne reste plus, 
eusuite qu'à déduire la relation des limites, de celle qui a con: 
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stamment lieu entre des variables, et l'unique objet de la mé- 
thode est d'indiquer un moyen général d'opérer ce passage. 
Or,on démontre facilement que ces deux relations sont iden- 
tiques; de sorte que, connaissant celle qui existe entre les 
variables , il suffit pour avoir celle que lon cherche, de substituer 
à ces variables leurs limites. 

En effet, soit AB la relation entre les variables (A et B 
renferment ces quantités d’une manière quelconque et varient 
en même temps qu’elles); désignons par A" et B’les valeurs 
vers lesquelles elles tendent à mesure que les variables tendent 
vers leurs limites; je dis que lon aura A’—B". Car soit, 
s’il est possible, AB"; si les variables À et B restent toujours 
au-dessous de leurs limites, on pourra amener A assez près de A’ 
pour surpasser B’; et comme on a toujours B— A, il s’ensui- 
vrait que B aurait surpassé B’; ce qui est contraire à lhy- 
pothèse. Si A ét B décroissaient en s’approchant de leurs limites, 
on pourrait semblablement amener B entre A’ et B”, ce qui 
conduirait à la même absurdité; on a donc A’—F". Or, A’ 
et B’ sont ce que deviennent A et B quand les variables qui y 
entrent ont atteint leurs limites. Donc on obtient la relation 
entre celles-ci en les substituant aux variables correspon- 
dantes dans leur relation. 

Tout Partifice de Ja méthode consistera donc dans le choix 
des variables auxiliaires. Il faudra les prendre de manière 
qu’elles se prêtent le plus commodément possible aux com- 
paraisons, et telles surtout qu’elles aient pour limites les quan- 
tités proposées. 

10. De cette méthode générale, on peut déduire, comme appli- 
cation particulière, la théorie des incommensurables. Car nous 
avons vu qu'il est possible dapprocher indéfiniment d’un 
nombre incommensurable quelconque au moyen de nombres 
commensurables; et en combinant cette propriété avec le 
principe précédent, il en résulte ce théorème qui sert de fon- 
dement à la théorie des incommensurables, savoir : que 

Toute relation qui a liew entre des nombres quelque valeur 
commensurable qu’ils aient, & lieu encore lorsqu'ils deviennent 
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incommensurables , car ils peuvent être considérés comme des 
limites de nombres commensurables; et la relation des limites 
est la même que celle des variables. 

Proposons-nous, par exemple, de prouver la général de 
ce théorème que le DURE de deux nombres est le même 
dans quelque ordre qu’on Peffectue. On le démontre facilement 
dans le cas où les deux facteurs sont entiers ou fraction- 
naires , et il ne reste plus qu’à considérer le cas des incommen- 
surables. Soient a et D les deux nombres incommensurables, 
et a”, b', deux nombres commensurables qui s'approchent in - 
définiment de a et b. On aura toujours, d’après ce qui pré- 
cède , a'b'—b'a’. La relation des limites devant être la même, 
on en conclut ab= ba. 

On raisonnerait semblablement dans lextension de tout 
autre théorème au cas des incommensurables. 


Methode de résolution des Problèmes. 


11. Presquetousles problèmes reviennent à déterminer certains 
nombres d’après des relations qu’ils doivent avoir avec d’autres 
nombres donnés. Dans ces questions, la marche qu’on suit ordi- 
nairement consiste à transformer.d’abord les relations données 
en des relations d'égalité entre les nombres donnés et inconnus, 
ce qui s'appelle mettre le problème en équation ; puis à trans- 
former ces égalités en d’autres qui expriment immédiatement 
les valeurs des inconnues, c’est-à-dire à résoudre les équations. 
out consiste donc dans des transformations de rapports, et il 
ne reste plus qu'a montrer comment on peut les effectuer 
dans tous les cas; considérons d’abord la première partie, 
c’est-à-dire la mise en équation. 

Supposons que lon ait d’abord analysé Pénoncé du problème 
et étudié toutes les relations qui doivent avoir lieu entre les 
quantités connues et inconnues : si la question est alors bien 
comprise, on doit être en état de vérifier si des nombres don- 
nés y satisfcraient. Or, toute vérification exige en dernière 
analyse une comparaison entre des choses qui doivent se trou- 
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ver identiques, ou différer d’une certaine manière connue 
d’où il suit que si Pon représente les inconnues par! des signes 
quelconques, et qu'on indique sur elles et les quantités con- 
nues la suite des opérations par lesquelles il faudrait faire la 
vérification, on parviendra à des relations d'égalité ou d’iné- 
galité entre les nombres tant connus qu'inconnus qui entrenit 
dans Pénoncé. Il arrive quelquefois que le passage. par les re- 
lations d'égalité rend la solution plus longue, et alors on de- 
vra s’en dispenser : mais dans le plus g Fe nombre de cas 
les inconnues sont tellement combinées avec les données, qu’il 
ne: serait pas possible de les déterminer sans avoir recours aux 
procédés généraux que fournit la théorie des égalités , ou des 
inégalités qui sy ramènent immédiatement en augmentant le 
plus petit membre d’une quantité indéterminée. 

12. Ayant ainsi déterminé les égalités ou équations qui ont 
lieu entre les données et les inconnues, il ne reste plus qu’à 
en déduire celles-ci; et la marche à suivre à cet effet dépend 
de la forme des équations. Pour donner la théorie générale 
de leur résolution, on les a partagées par classes dans chacune 
desquelles on a rassemblé toutes celles: auxquelles la ‘mème 
marche était applicable; on les a rassemblées sous une même 
forme générale sur laquelle on a fait le calcul de la résolus 
tion, et lon en a déduit la forme générale du résultat, c’est- 
à-dire la manière dont il'fâut combiner les donnéés pour ob- 
tenir les valeurs des inconnues. Un pareil résultat se nomme 
une formule. 4 

On aurait pu représenter tous les'systèmes possibles d’équa- 
tions du même degré par un seul système général; mais la résolu- 
tion de ce dernier serait d’une difficulté insurmontable ; et on y 
a renoncé depuis long-temps. : D'ailleurs, les formules qu'on en 
déduirait: seraient tellement 'incommodes;dans les applications 
qu'on serait toujours obligé de recourir aux méthodes rela- 
tives ‘à des! cas particuliers. C’est ce que lon peut voir dans 
des cas même très simples par rapport à celui d’une .réso- 
lution générale deséquations : en ne supposant qu’une seule in- 
connue qui w’entrerait qu'au troisième degré, la formule ne 
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peut déjà plus être appliquée directement, et lon peut prévoir 
ce qui arriverait si l’on avait un nombre quelconque d’in- 
connues entrant à des degrés quelconques. 

Nous examinerons successivement par la suite chacune des 
classes dans lesquelles on a partagé les équations, et nous 
chercherons à léver autant que possible les difficultés que leur 
résolution pourrait offrir aux élèves. 


Des propriétés particulicres des nombres. 


13. Dans ce qui précède, nous avons considéré les nombres 
indépendamment de leurs valeurs particulières; mais ils jouissent 
d’une foule de propriétés curieuses dépendantes de la manière 
dont ils sont composés avec l'unité ou les uns avec les autres. 
L'ensemble de ces propriétés constitue ce qu’on a nommé la . 
théorie des nombres. Les méthodes qu’on y emploie pour la réso- 
lution des questions sont tellement particulières , qu’il serait 
impossible d'indiquer une marche générale qui pût guider dans 
ces sortes de recherches. Nous en présenterons quelques-unes 
comme exemples de ce genre d’analyse, et nous renverrons, 
. pour de plus grands détails, aux ouvrages de MM. Legendre et 


Gauss. 


De la manière de simplifier certaines opérations sur 
les Nombres. 


14. Lorsqu'on est condéit à effectuer des multiplications, des 
divisions, des élévations à des puissances, et des extractions de 
racines sur des nombres qui sont des puissances d’un degré 
connu, soit entier, soit fractionnaire, d’une même quantité, rien 
west plus facile que de trouver par une opération plus simple 
quel est le degré qui correspond au résultat. On sait, par 
exemple, que celui du produit est la somme des degrés des fac- 
teurs, celui du quotient leur différence , etc. 

On a pensé en conséquence que si lon pouvait transformer 
tous les nombres en puissances d’une même base quelconque, 
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et former une éable qui, à côté de a nombre, présentät le 
degré dela puissance correspondante, les quatre opérations fon- 
damentales dont nous avons parlé se trouveraient abaissées, 
parce que l’on se bornerait à calculer le degré correspondant au 
résultat, et la table ferait connaître par suite la valeur même 
de ce résultat. On a reconnu facilement qu’il était suffisant de 
faire ce calcul pour les nombres entiers, puisque toutes les opé- 
rations s’y ramènent toujours; et même on n’a eu de recherches 
pénibles que pour les nombres premiers , vu que les degrés cor- 
respondans aux autres s’en déduisent immédiatement. 

Telle est idée fondamentale de la théorie des logarithines 
vu des degrés correspondans aux nombres; elle en fait connaître 


le LL esprit, et il ne reste plus qu’à en faire des PRE 
cations. 


T'heorie des Fonctions derivees. 


# 


15. Les développemens que prennent les fonctions quand on 

fait varier les quantités dont elles dépendent, présentent des 
considérations de la plus haute importance dans Panalyse. Nous 
allons exposer les élémens de cette théorie, dont on verra de 
nombreuses applications, soit dans l’Algèbre pure, soit dans ses 
applications à la Géométrie. 
. Lorsque dans une fonction f(x) la variable x devient x +, 
Z étant une indéterminée quelconque, on appelle fonction dé- 
rivée deyf(x) ; le coeflicient de la première puissance d’2 dans 
le développement de /{(x + A) suivant les puissances entières 
positives et croissantes de 2. Réciproquement celle-ci, consi- 
dérée par rapport à sa dérivée, s’appelle fonction primitive. 

Nous allons d’abord nous occuper de déterminer les fonctions 
dérivées des fonctions algébriques. 

16. Soit la fonction Ax”, dans laquelle on suppose »2 entier 
et positif. 

Quand x devient x +, elle devient ie A)", Or, en mul- 
tipliant m facteurs égaux à x +, les termes du premier de- 
gré en 2 sont de la forme x""}r et au nombre de m, la dérivée 


(16) 
de Ax" ést donc Amx"T!, et le terme indépendant d’A est la 
fonction proposée Ax”. 

17. Soit le polynome Ax"+Bzx'+Cxr+etc. 

. Le coefficient total de À étant la somme des coefficiens fournis 
par chacun des termes Ax", Bx', etc., la dérivée du polynome 
sera la somme des dérivées de chaque terme et égale à..... 
mAx"—'ÆnBx" + pOxP 1 +etc. 

Le terme indépendant d’2 est encore la fonction proposée 
- Ax"4 Br" etc. 

S’il y avait dans le polynome proposé un terme indépendant 
dx, il ne fournirait pas de coeflicient pour 2. C'est ce que lon 
-énonce en disant que la dérivée d’uné constante est zéro: 

18. Soit le produit PQRS...V, les facteurs P,Q.:.V étant 
des fonctions dx dont on connaît les dérivées représentées par 
P’, Q°...V”. Lorsque x deviendra x + k, cette fonction sera le 
produit des développemens suivans : 


P+PA+ah?,,... 
QHQ2LH CA... 
RHR A+ YA... 


Ÿ A + 1 


. Le terme indépendant d'A sera encore la fonction proposée 
PQ.. . V, etle terme en au premier degré aura pour coeflicient 


 PQR.. NHPQP. ..V+PQR'...V+. LPQR. NV; 


d'où l’on déduit cette règle que, pour avoir la dérivée d'un pro- 
duit, il faut prendre respectivement les dérivées de châque fac- 
teur, les multiplier par tous les autres facteurs, et faire la somme 
de ces produits. 

Si les facteurs, P, Q, R, étaient égaux et en nombre 77, leur 
produit deviendrait P", et sa dérivée se réduirait à mP"—P", 


(7) 
1 400 
19. Soit la fraction Q P et Q étant des fonctions dx dont 


on connaît les dérivées. La fraction devient pour x + 


PH PA Lan... 


OO CH... 
: NES RAT P 
En faisant la division, on trouve pour terme indépendant 5° © 
P'Q — PQ’ 





pour coefficient d’ ou pour dérivée D: 
“#l 

20. Soit lexpression radicale /P*, P étant une fonction 
quelconque dont on connaît la dérivée P’, On aura à extraire la 
racine rie de (PHP'A2-etc.)", ou de P'Æn PP 2+K A+ etc; 


mn 


ce qui donne pour terme indépendant d’x, ÿ/P", et pour 
dérivée 


APP 
EE 


Q. 
La même loi existe donc pour la puissance fractionnaire P° 
que pour les puissances entières. 








, rm 
où Cper pri 
m—1 IT 


318 


Soit mr ou PT", Cette fonction est un cas particulier de 5 et 
n—1D/ 

donne pour dérivée ms ou — mP"—'P"; ce qui fournit 
encore la même loi pour les puissances négatives que pour les 
positives; savoir, que la dérivée s'obtient toujours en multipliant 
Pexposant par la puissance dont on diminue le degré de Punité 
et par la dérivée de la racine, puis enfin par le coefficient indé- 
pendant. 

21. Soit plus généralement la fonction F(P), P étant une 
fonction connue d’x désignée, par exemple, par @(x), les signes 
F, @, indiquant des fonctions dont on sait trouver les dérivées 
par rapport aux quantités qu’ils affectent. On demande la dé- 
rivée de F(P) par rapport à x, c’est-à-dire le coeflicient de Z 
dans le développement que prend F(P) quand x devient x +- A. 

2 


(18) 
. P ou @ (x) devient alors @(x) + 4'(x)h + «h° +... que nous 
représenterons par @(x)+ #. 

F(P) devient F(P +4), et donne un développement de la 
forme F(P) +- F'(P)4 + C£+ ...; remplaçant £ par sa valeur 
D'(x)h + ah°+etce., on voit que le terme en A au premier degré 
sera F’(P) X Ÿ'(x), et le terme indépendant F(P). 

22. Soit F(P), et supposons, P=9(Q),Q—F(R),R=Y(x). 

En faisant les mêmes raisonnemens que dans le cas précédent, 
on trouvera facilement que la dérivée de F(P) par rapport à x est 

Li 
F'P) x #"(Q) X FR) X (x). 

Ce qui apprend que pour avoir la dérivée d’une fonction de 
fonctions , quel que soit le nombre des indices accumulés , 11 faut 
prendre l@ dérivée de chaque fonction par rapport à la quantité 
qui lu est immédiatement soumise et multiplier ensemble toutes 
ces dérivées. | 

23. Soit une fonction de deux fonctions dx, P et Q, désignée 
par F(P,Q), on peut trouver sa dérivée par rapport à x lors- 
qu'on connaît celles de P, Q, et celle relative à l'indice F. Sup- 
posons pour cela qui? fasse d’abord la substitution de x + A 
seulement dans P, on aura le développement 


F(P,Q)+E(P)PA Han... 
Substituant dans ce développement x+-A dans Q, le premier 
terme F(P, Q) deviendra 

F, Q).+ F'(Q) Q'A + 622... 


Le second F’(P)P'} donnera pour seul terme en z le premier 
de son développement qui sera lui-même ; de sorte que la dérivée 
de la fonction proposée F(P,Q) sera 


F'(P)P + F(QQ. 


Mais il faut bien observer que F’(P) désigne’la dérivée de 
F(P, Q), en n’y considérant que P comme variable, et de même 


F(Q) celle de F(P, Q) , en ne faisant varier que Q. 


al 


4 * 


LL re , bete 4 
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Si Pon avait un plus grand nombre de fonctions composantes, 
on agirait de la même manière, et lon conclut cette règle génc- 
rale , que , | 

Pour avoir la dérivée d'une fonction composée de plusieurs 
autres P,Q,R, etc., 1/ faut prendre la dérivée par rapport à 
chacune elles ; en considérant les autres comme constantes , 
les multiplier respectivement par les dérivées des fonctions , 
P, Q,R,etc., par rapport à x, et faire la somme de ces produits. 

La dérivation des fonctions 


PQ. V5: P+HQ<+HR +etc., 
n’est qu'un cas particulier de cette loi générale. 

Nous allons maintenant passer aux fonctions implicites, 

24. Prosrème. Trouver la dérivée d'une fonction inconnue y, 
quand on connaît une équation entre elle et la variable x. 

Soit l'équation donnée F(x,7) —=0. 

Si lon connaissait la valeur d’y en x, en la mettant dans 
F(x, y), on aurait identiquement 0 — 0. La fonction dx résul- 
tante de la substitution , étant nulle quel que soit x , le sera quel 
que soit 2, si l’on change x en x L; et par conséquent tous les 
termes du même degré en se détruiront. Il suit de là que la 
dérivée de F(x, y); par rapport à x, doit être nulle quand on 
considère y comme la fonction d’x qui serait tirée de F(x, y)=o, 
Or nous savons dériver la fonction composée F(x , y) par rapport 
à æ, et nous obtiendrons ainsi F’(x)+F(y)y", en désignant. 
par y” la dérivée inconnue d’y par rapport à x et par F°(x), F°(y) 


‘les dérivées partielles de F(x, y) par rapport à x ou y considé- 


rées successivement comme seules variables. 
Cette dérivée devant être nulle, on en tire 


Cororzarre. Si l’on connaït la dérivée d’une fonction y par 
rapport à x, on en peut déduire celle de x par rapport à y, car 
on a alors l'équation y— 4(x) =0, qui, d’après la formulé pré 

aus 


(98 ) 
) L 


LEARN US 
gx) 


cédente, donne 


ce qui fait voir que les dérivées de deux fonctions lune par 
rapport à l’autre sont réciproques. 

25. ProgrÈMEe. Connaissant (m—1) équations entre m va- 
riables , trouver les dérivées de (m—1}) d’entre elles par rapporé 
à l’autre. 

Soient les équations 


F(x,y,2...u) =0, 
Cr, Ve uE }eto 


QAR QE EE AA 7 Er 


On demande les dérivées de y, z,...:u, par rapport à a. 
Concevons pour cela qu'on connaisse les fonctions d’x que ces 
équations donneraient pour y,z,...; en les reportant on au- 
rait des équations où tous les termes en x se détruiraient iden- 
tiquement. Si donc on y remplaçait x par x + , tous les termes’ 
se détruiraient encore, de sorte que les coefficiens des diverses 
puissances de À seraient identiquement nuls. Les dérivées, qui 
sont les coefficiens de la première puissance d’2 dans chacune 
de ces fonctions, seront donc nulles. D’où il suit qu’en consi- 
dérant y, z,..., comme les fonctions d’x données par les 
équations F; —0, F,—=o, êtc., les dérivées des premiers mem- 
bres de ces équations seront identiquement nulles ; de sorte que 
Von aura 


Fa) + Fi) + EG)... Æ F(ou 0, 
F'(x) + F (NY + F,(2)z"..., + FE, (u)u =0, 


? 


E'enibh de Fu s(v)y 0,0. HF (2)60ee 0, 


! / , + Ne rU 
Y2,...u désignant les dérivées de +, 2,...#, par rapport 
à x,et Fix), Fify), ete, les dérivées partielles de. .... 


arr 
Er, y; 4} etc. en ne considérant comme variable que la 
quantité mise entre les parenthèses. 

De ces m—1 équations du premier degré, on déduira y”, 3",..u". 

26. ProBcÈèM£. Connaissantm—2 équations entre m variables, 
trouver les fonctions dérivées partielles de m—2 de ces variables 
par rapporé Aux deux autres x, Ye 

Ce problème rentre dans le précédent, puisqu'il suffira de 
considérer successivement x et y comme constans; ce qui ra- 
mène à une seule variable indépendante. 

Il en serait de même pour »#7—n équations entre m variables. 

27. REMARQUE. Les fonctions dérivées peuvent elles-mêmes 
être dérivées par rapport à la même variable, et leur premiere 
dérivée est nommée la seconde de la fonction primitive; la dé- 
rivée de cette seconde est la troisième dérivée de la fonction 
primitive; et ainsi de suite. 

La formation de ces dérivées successives ne saurait souffrir la 
moindre difficulté d’après ce qui précède , tant pour les fonctions, 
explicites qu'implicites. 

28. Progcèime. Etant donnée une fonction dérivée d’un cer- 
tain ordre , trouver la fonction primitive. 

La résolution de ce problème inverse n’est pas susceptible de 
la même généralité que le direct; les procédés à suivre dépendent 
de la forme particulière des fonctions et ne s'étendent même 
qu'à un très petit nombre. Nous nous bornerons à considérer 
les polynomes sans dénominateurs polynomes. Tous les termes 
seront alors de la forme Ax", m étant entier ou fractionnaire, 


positif ou négatif. Or la fonction dont la dérivée est Ax” est évi- 
gr 
demment. us et ce sera la fonction primitive si Ax" est la 
m 





première dérivée; dans le cas contraire , on remontera de la 
mème manière par un nombre d'opérations égal au rang de 
cette dérivée. On agira semblablement pour tous les termes du 
polynome. 
Il faudra observer seulement d’ajouter une constante arbi- 
Arr! 


“aire à chaque opération, parce que non-seulement rare ; 





ü 
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m+-1 
mails encore PTE + C, donneront pour dérivée Ax”, si C est 
Jiè 1 


indépendant dx, puisqu’alors sa dérivée est zéro. 


Par exemple, si Pon demande la fonction primitive dont 
la seconde dérivée est Ax”,on aura pour la première dérivée 
Axmtri 


m+1 





+ G, et pour fonction primitive 


A xmr2 


CCS ut US 


C et C’ étant deux constantes arbitraires. 


En général la fonction primitive contiendra un nombre de 
constantes arbitraires marqué par l’ordre de la dérivée proposée. 


Des fractions qui par une hypoihèse particuliere se 


je , « O 
réduisent a mi 


29. Ïl arrive souvent qu’en attribuant une valeur particu- 
lière à une lettre dans une expression fractionnaire , on la ré- 
duit à la forme ©. Dans ce cas, la valeur particulière de la 
fraction est déterminée, et on aurait pu lui donner d’avance 
une forme telle, que cette substitution particulière ne lui don- 
nât pas l’apparence de lindétermination. En se soit une 


fraction de : qui se réduit à © quand on y fait x—a. Puisque 
l'hypothèse x—a—0o rend nuls ses deux termes, chacun d'eux 
doit renfermer en facteur une certaine puissance positive de 
æ—a, que l’on mettra en évidence en transformant x—a en 
un monome. Posant donc x—a—h, ou x—=a+ h, il viendra 


4 " La 
FRAC HT "ne" FAC 
( pi a m 
g(x) Q(a + A) a) + g'(a)h + (a) % — + etc. 








Or, par hypothèse, F(a) — 0, g(a) =: 0; k devient donc fac- 


(23) 


teur aux deux termes ,ix — a l'était donc, puisque À = x— a, 
et c’est l'existence de ce facteur qui, par l'hypothèse x = a, ré- 
duisait les deux termes à o. Le supprimant, il vient 


4 (4 h 
LP EU Ne a Le 
RER ge) pre) Bu: 





« RAM DE 
D'où lon voit que quand 2 = 0; la fraction se réduit à ET 
g'(a 
Si Pon avait F'(a) — o ou d'(«) = o, cette valeur serait nulle 
ou infinie; si ces deux conditions avaient lieu simultanément , 
en supprimant ces deux termes dans la fraction générale, puis 
faisant À —0 après avoir supprimé le facteur commun 2, elle se ré- 
Le) 
11 = 
® (a) 


e : 0 0 ù O 
Pour trouver la valeur d’une fraction qui devient — pour 
Oo ! 


duirait à Et ainsi de suite; d’où se conclut cette règle : 


x—a, prenez les dérivées des deux termes et divisez-les dans 
le méme ordre après y avoir fait x — a; si la nouvelle frac- 


: O : 
tion se présente encore sous la forme pe traitez-la de la même 


manière, jusqu'à Ce que les deux termes ne se réduisent pas 
à oO; vous aurez la vraie valeur de la fraction qui pourra étre 


nulle , finie ou injinie. 

4 ; : 2° — AX — a? 
Exemere. Soit la fraction >, 
3x° — Lax + a 


L2 L] O ’ ‘ » F . 
qui devient s Pourx = a; les deux dérivées seront 4x — à et 


ox? — 4a°; en y faisant x—a, la fraction aura pour valeur 
8a 3 
er Cyr 

80. Remarque. Mais, il arrive souvent que les dérivées suc- 
cessives sont toutes nulles ou infinies, et alors cette méthode 
west plus applicable. Cela a lieu, par exemple, quand il se 
trouve des puissances fractionnaires de x — &. Dans les cas de 


ce genre, il faut substituer & + 2 à x, et développer Vexpres- 


( 24 ) 
sion immédiatement et sans recourir à la formule qui suppose 
que le résultat procède suivant les puissances entières posi- 
tives de À, ce qui n'arrive pas toujours. Alors le facteur Z se 
trouve mis en évidence de lui-même; on le supprime, et on fait 
ensuite À—0; on a ainsi la valeur Fe di 





V'2ax% — 20° RE as Var ad nd 
one 


faisant æx—a<+}h,le premier radical devient V/oax , le se- 
3 

cond ÿ/4a*h + 5ahk° L2h5, et le troisième............... 

V'5ath + 104}? + 104°/ Hioa hf + 5aht + hà. | 





1°. Soit, pour exemple, 





3 


Y 
Dans le 1** on a pour facteur h? , dans le second 3, et dans 


le troisième 42, Supprimant donc le facteur commun ha ; AUX 
deux termes de la fraction, 2 restera facteur au numérateur 
seul , et Phypothèse Z — o réduira alors la fraction à o. 


Vr—atoV aa 


RS Ne ? 
a V’x° ta ax 
on trouvera en faisant r— a+, 





2°, Soit encore la fraction 





VA + 2V/2ah + 7 + M 

















a Van - E dl 
Supprimant le facteur commun h3 ,1l vient == A V/2a- + A 
aV'a + k 
qui par l'hypothèse 4 —0, donne 1-2 V2a 


«a (42 


F(x 
Si les deux termes de la fraction tee, devenaient infinis pour 


ex) 


æ—a@ ,on ramènerait ce cas au précédent, en mettant la frac- 


Gé cs) 


vainateur deviendraient nuls, et on agirait comme précédemment. 





tion sous la forme 





; car alors le numérateur et le déno- 
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« 31. Il existe une espèce très remarquable de fractions, qui 
r Q 1 O = à 
se réduisent à —, ce sont celles dont les deux termes sont des 
0 


accroissemens de fonction d’une même variable , relatifs à un 
accroissement indéfiniment décroissant de cette variable. Voyons 
comment on peut en déterminer la valeur. 
1°. Soit une fonction F(x), et soit demandé la limite du rap- 
port de son accroissement à l'accroissement indéfiniment dé- 
croissant de x. Désignant ce dernier par 2, il faudra chercher 
F(x + Ah) — F(x) 


Q ° ° F | 4 O 
Ja limite du rapport TR en réduit à À quand 
Z 


À =0o. Or, si l’on développe F(x + ) , la fraction se réduira à 


AE"(x) ds 2ES (x) + etc. 


7 j 





Supprimant le facteur À et faisant ensuite À = 0, on trouve 
pour limite F’(x); d’où lon conclut ce résultat remarquable : 

La dérivée d’une fonction d’x est la limite du rapport de 
l'accroissement de cette fonction à l’accroissement indéfiniment 
décroissant de x. 

On aurait pu appliquer à cette fraction la règle précédente, 
et prendre la dérivée de ses deux termes par rapport à 2, ce qui 

/ 

eût donné ET , qui pour À— 0, se réduit à F'(x). 

2°. Pour trouver la limite du rapport des accroissemens de 
deux fonctions F(x), g(x) , quand accroissement 2 de x décroît 
indéfiniment. IL s’agit de voir ce que devient la fraction 


Ex + h) —F(x) D A 0 
LAN 00) quand 2—0; ce qui lui donne la forme —. 


Developpant F(x + 2) et g(x + 2), puis supprimant le facteur 


F' 
commun  ,et faisant ensuite Z —0o, on trouve " TS 
32. Nora. Tout ce qui a été dit sur les dérivées, peut donc 
‘appliquer aux limites des rapports des accroïssemens indéfini- 


ment décroissans des fonctions dépendantes d'une même variable. 
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Des coefficiens indetermines. 


+ 


33. On nomme ainsi les coefficiens inconnus d’une expression 
dont on connaît la forme des termes par rapport aux puissances 
de la léttre ordonnatrice. On peut avoir dans leur emploi deux 
objets différens, ou de déterminer les valeurs mêmes de ces coef- 
ficiens , ou de trouver les conditions résultantes de la forme sup- 
posée à l'expression proposée, et, dans ce dernier cas, on ne 
cherche qu’à opérer leur élimination. Dans tous les cas, on 
obtient les équations nécessaires par le moyen général que nous 
avons déjà indiqué, et qui consiste à faire les calculs nécessaires 
à la vérilication des conditions données. 

Pour bien faire concevoir l’esprit de cette méthode , qui est 
une des plus fécondes de l'analyse, nous allons en offrir quel- 
ques applications à des questions que nous ne traiterons pas à 
fond , mais seulement sous le rapport de la méthode dont nous 
Nous occupons présentement. 

34. Progrème. Déterminer le quotient de la division de deux 
polynomes , et trouver les conditions pour que cette division 
puisse se faire exactement, Soient les deux polynomes 


x Az E Bon LL... +Tr+U, 
2 + ax bar + x + k. 


Leur quotient sera du degré m—n, et Le reste du degré n—1; 
ils seront donc de la forme 


gr Le TT + Éaomna PERS ce mx by, 
TRE ND latte Ge 0 de + V. 


Pour vérifier s'ils conviennent , il faut voir si, en multipliant 
le diviseur par le quotient et ajoutant le reste, on reproduit 
#dentiquement , C'est-à-dire terme pour terme, le dividende. Ce 
dernier polynome étant du degré”, aura mm 41 termes, et 
comme le premier sera x" de part et d'autre, il n’y aura que m 
équationsentre les coefficiens donnés, et les inconnues & ,6... pe, v» 
M,N,...V, qui sont en tout au nombre de m, et se trou- 
veront, par conséquent, déterminées 


+ 
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Si l’on demandait quelles relations devraient avoir lieu entre 
les coefficiens donnés, pour qu'il n’y eût pas de reste, il faudrait 
que lon eût M—0o,N=—=o,...,V—o, ce qui ferait n équa- 
tions dé plus que d’inconnues. Dans ce cas, on n'aurait qu’à 
éliminer les m— n inconnues &,6,...#,v, entre les 5 équa- 
tions dans lesquelles on aurait fait M=0,N—o...V—o; 
on obtiendrait par là z équations de conditions entre les coelfti- 
ciens des deux polynomes proposés. 

On pourra chercher quelles seraient les conditions pour que 
la division réussit, le quotient s’arrêtant à un terme d’un ex- 
posant désigné, soit positif, soit négatif. 

35. Progrèmr. Extraire la racine mi" d'un polynome et 
trouver les conditions pour qu’il n’y ait pas de reste. Soit le po- 
Iynome 


AU LL Aa .,, HU. 


Sa racine sera de la forme 


xt Hax TL Cxr +, 
et le reste de la forme 


Marin —- Naomi-n—2 tt — V. 


La vérification se fera en élevant la racine approchée à la puis- 
sance m, en ajoutant le reste et voyant si la Somme est iden- 
tique avec le polynome proposé. Il résultera de là mn équations 
entre les coefliciens donnés et ceux des deux polynomes incon- 
nus, qui sont au nombre de mn, et se trouveront par conséquent 
déterminés. 

Si lon demandait que l'extraction ne donnât pas de reste, il 
faudrait les mn — n équations, M— o0,N —=o... V—o;ilne 
resterait plus alors que x inconnues &,6,...,w; il y aurait, 
par conséquent, mn — n équations de condition entre les coef- 
ficiens donnés ; et on les obtiendrait par lélimination de 
AS de Re. 

On pourrait demander que le reste s’évanouit lorsque , dans 
la racine, on par viendrait à un terme d’un exposant donné » 
positif ou négatif : cela n’offrirait aucune difficulté. - 
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36. ProBrèms. Trouver les conditions pour qu'un polynome 
d’un degré donné soit décomposable en facteurs d’une forme 
donnée ; par exemple, que Fun soit une puissance n d'un bi- 

nome du premier degré; l'autre, une puissance p d’un autre 
binome , et ainsi de suite. Soit le polynome 


LP AA DO DER | DRE 
II faudra qu'il soit identique avec un produit de la forme 
[ 
(x — a)" (x — 6} (x — y} etc., 


æ,6,7y, etc., étant des quantités arbitraires. Effectuant le pro- 
duit et lidentifiant avec le polynome donné, on aura m équa- 
tions dont on éliminera & , 6,7, etc., pour avoir les équations 
‘ de condition. Le nombre de ces équations sera égal au degré 
du polynome, moins le nombre des indéterminées &, 5,7, etc. ; 
si quelques-unes d’entre elles étaient fixées d'avance, le nombre 
des conditions augmenterait d’autant; et enfin, si elles étaient 
toutes données , on aurait 72 équations qui détermineraient im- 
médiatement lés coeficiens du polynome proposé. , 

Au lieu de choisir des puissances de binomes du premier degré, 
on aurait pu demander des puissances de polynomes quelcon- 
ques; la marche serait toujours la même. 

37. Progrème. Trouver les conditions pour qu’un polynome soit 
décomposable en facteurs du premier degré , de la forme x— a, 
et dont les seconds termes soient en progression par différence 
ou par quotient. Soit le polynome | 


2 LE A pm, 4 Ve 


1%. Soit à la différence de la progression, et a le premier terme; 
le polynome proposé devra être identique avec le produit 


(x—a) (x—a—d)(x—a— 20)... .{x—a—(m—i1)à}. 


Il en résultera »# équations, dont on éliminera a et à, etil 
restera m— 2 équations entre les coefliciens. Si l’on donnait la 
différence de la progression, il y aurait m—1 équations de 
condition. 


. (29) 
2°. Si la progression était par quotient , la décomposition se- 
rait dela forme  - 


(x — a) (x—ga) (x —g'a)...(x— 9" 'a), 


hi: 
et le calcul aurait eu de même pour objet d'éliminer a et g. 

38. Progrèmr. Étant donnée une fonction F(x), trouver le 
développement de F(x+h) sachant qu'il procède suivant les 
puissances entières et positives de h. Le développement pourra 
être mis sous la forme 


FCx LA) Elx)L Ah Bh° 2 CH DA etc. 


Le terme indépendant de À est F(x), parce que pour À —0 
le premier membre se réduit à F(x); et par définition, À est la 
dérivée de F(x) par rapport à x. 

lour détermirer B,C, D, ..., nous observerons encore, 
d’après la forme du premier membre, que la dérivée par rap- 
port à æ est la même que par rapport à . Désignant donc par 
A”,B',C',..., les dérivées de A, B, C,...., par rapport à 
æ, on aura les deux expressions identiques 


A + Ah E BA? Æ CR Letc. 
A + 9Bh + 3Ch°+ 4Dh5 etc. 
D’où l’on tire 
Ar B’ C 
Br C= >, D=, etc. 
Désignant par F'(x), F'(x), F"(x), ..., les dérivées suc- 
cessives de F(x), ces valeurs deviennent 








’ F"(x) Et) 6 
ARE EDUbE FA GG at) D = ete. 
et le développement sera 
! 4} h° [1/4 h° 
F(x + h)=F(x) + F'(x)h+E (+ (x) = + etc. 


39. Progrème. Connaissant la fonction F(x, y) , développer 


F(x+h,y+4+k), par rapport aux puissances croissantes de 
het k. 


({ 30 ) | 
Substituant d’abord x + h à x, sans changer y -k fonction 
F(zx, y), deviendra d 


F(x, y) + AE'(x) + ‘a F"(x) +4 etc. 


F'(x), F”(x), etc., désignant les dérivées de F(x, y) par 
rapport à x, regardant y comme une constante. Substituant 
dans cerdéveloppement, y + À à y, il vient 


: h2 
F(x ,y) + F’(x)h + F'(x) — + tree 
+ ECy)k + Phk........... 

Le? 
ele 0. 


P désigne la dérivée par rapport à y de F’(x), dans laquelle 
æ serait regardé comme constant. Quant à la manière de former 
les autres coefliciens , elle est indiquée par le calcul ; mais nous 
n’en donnerons pas la notation, parce qu’elle est assez compli- 
quée, et qu’on n’en fait maintenant aucun usage. 

On agirait de la même manière pour un nombre quelconque 
de variables; nous nous dispenserons d’entrer dans de plus 
grands détails à cet égard, et nous bornerons là les applications 
de la méthode des coefliciens indéterminés. 


Des Maxima et Minima. 


4o. Lorsque lon fait croître d’une manière continue depuis 
— 00 jusqu'à —- 00 la variable d’une fonction, cette fonction 
varie d’une manière continue, mais elle peut, après avoir cru 
jusqu'à un certain point, décroître, puis croître de nouveau 
pour redécroître ensuite, etc.; toute valeur de la fonction à 
partir de laquelle un accroissement se change en décroissement, 
se nomme maximum; dans le cas inverse elle se nomme 
minimum. | 

Un maximum d'une fonction est donc une valeur telle, que 
si la variable augmente ou diminue à partir deïsa valeur cor- 
respondante, la fonction commence dans les deux cas par di- 


’ 
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minuer dans un intervalle qui peut être très petit. Le minimuna 
a lieu quand la fonction croît dans les deux mêmes cas. | 

41. Cela posé, voyons comment on peut déterminer les va- 
leurs de x auxquelles correspondent des maxima ou minima 
dans une fonction donnée. 

Soit\la fonction F(x), et x’ une valeur de x à laquelle 
correspond un maximum. I] faudra qu’en faisant x = x’ + b, 
F(x) décroisse dans les deux cas pour les valeurs de  com-- 
mencant depuis o. Le deux développemens seront 

h2 
F(2) + Fa) + F°(x7) VOA 


12 


h2 
Fa) — F(x)4 + F'(x) US 





Or, on peut faire À assez petit pour que le terme du pre- 
mier degré en k l’emporte sur tous les autres (*) et donne 
par conséquent son signe à la variation totale de F(x’); et 
comme dans les deux développemens ce terme du premier degré 
est de signe différent, la fonction aurait cru dans un cas et 
décru dans lPautre. Iln’y aura donc ni maximum ui minimum 
pour F(x”) si ce terme ne disparait pas Une condition 
commune au maximum et au minimum est done F’(x’) — 0. 

Si F’(x”) n’est pas nul, les deux accroissemens de F'(x’) sont 
de même signe pour les valeurs de À depuis o jusqu’à une li- 
mite qui peut être très voisine de o, et il y aura maximum 
si F’(x’) dont dépend le signe de laccroissement est négatif, 
et minimum sil est positif. 

Par une raison semblable, si on avait F”(x”) — 0, il fau- 





(*) Soit en effet une série indéfinie 
Ah + Bh2+ Ch3+ Dhs... 


Elle peut se mettre sous la forme A(A+Bh+Ch2+DA3. 2e 

Or, l'hypothèse Rk—o annullant les termes Bh, Ch?, DhA3..., et par suite 
leur somme, on conçoit qn'il est possible de faire À assez petit pour que cette 
somme soit madindre que toute grandeur donnée, et par conséquent moindre 
que À : d’où il résultéra que Ah sera moindre que la somme Bh24C3 + etc, 


(52) 
drait, pour qu'il y eût maximum ou minimum, qu'on eût 
aussi F”(x°) = 0, et le signe de F!*(x”) déterminerait lequel 
des deux a lieu; et ainsi de suite. D’où résulte cette règle : 

Pour trouver les maxima et minima d'une fonction dx, 
égalez sa dérivée a oO, les valeurs d’x conviendront si elles 
rendent nulles un nombre impair queleonque de dérivées suc- 
cessives, et devront étre rejetées dans le cas contraire. Il 
aura maximum si la première dérivée qui ne s’annulle pas de- 
vient négative par leur substitution; 1l y aura minimum si 
elle devient positive. Nous supposons dans tout ce qui précède 
qu'aucun coefficient ne devient infini. Nous sortirions des bornes 
que nous nous sommes prescrites en entrant dans les détails 
nécessaires à ce sujet. Cette théorie se trouvera complétée dans 
le calcul différentiel, et les élèves pourront consulter sur ce 
point les Traités de Lagrange et de Lacroix. 

Exempze. Soit proposé de partager un nombre « en deux 
parties dont le produit soit maximum. Soit x l’une des par- 
ties, l’autre sera &« — x, et le produit æx — x°; la première 
dérivée égalée à o donnera &æ — 2x = 0, d’où x — +4. La se- 
conde dérivée étant négative, x = <:« rend le produit un 
maximum. 

Cela fait voir que Le plus grand rectangle que l’on puisse 
faire avec un périmètre donné est le carré; et que Le plus petit 
périmètre d'un rectangle dont la surface est constante a lieu 
dans Le cas du carré. 

40. Proscème. Zrouver les maxima et minima d'une fonction 
de m variables entre lesquelles on a (m— 1) équations. 

Soit la fonction proposée F(x,y,2,...). 

Puisqu’on a m—1 équations entre x »Y»-..,;U, On peut re- 
garder Y;Z.-.4, comme des fonctions d’x, et appliquer à 
Fume dv. u) Îles principes relatifs aux fonctions d’une seule 
variable. On prendra donc sa dérivée en traitant 1 PE ANNE” 
comme des fonctions dx, dont les dérivées seront déterminées 
comme nous l'avons déjà vu au moyen des m—1 équations don- 
nées : le reste s’achevera comme dans le cas d’une seule variable. 

Exemece. Trouver le maximum ou le minimum de la somme 
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des puissances mime de deux nombres, dont on connaît la 
somme des produits par des nombres donnés à, b. Soit c la 
somme donnée, on aura ax + by—c, et il faudra trouver le 
maximum ou minimum de x" + y". La dérivée de y étant dé- 
signée par y’, on aura par ce qui précède, mx" + my". y —0, 
et l'équation ax + by—c, donnera 








011 — 
’ AR TTi—1 ay" /= 
a+ by —0; d'où x TR 0, et + O 5 
Ce qui ne donne pour x et y que les seules valeurs réelles 
m—1 m—] 
c vé Le cV/a 
y es © rer PE ET TR 
m—: m—: m1, m—1 


PERLE aVa+byb 


La seconde dérivée de x" + y" devient, en observant que Ja 
dérivée de y” est nulle, 


mm —1)x"T? + mm — 1)y" y. 


Reportant pour x et y leurs valeurs fui sont positives, le 
signe de cette expression ne dépendra que de celui de MM = 1). 

1°, Si m est positif et plus grand que 1, on a alors un mi- 
nimum. 

2°. Si m est positif et plus petit QUE 1, On à un maximum. 

. Si mest négatif, on a un minimum. 

ARE Trouver les maxima et minima d’une rosée 
de deux variables indépendantes. Soit la fonction F(x, y), et 
x’, ÿ', les valeurs auxquelles correspond un maximum où un 
minimum. Substituant à x et y, 2'+h,y+Rk,h et k étant 
deux indéterminées quelconques, la fonction deviendra 


ht: , / 41 (4 h° 
Fa, y) + FA EC) = + 
+ (y )k + Phk +... 

4! / k° 
+F 4) joie 2 


Æ 
«) 


(3) 

Or, comme le signe de Paccroissement de F(x',y'}, dépend 

des termes du premier degré, et doit rester le même lorsque k 

et k changent de signe, on aura pour condition commune au 
maximum et au minimum E"(x) —=0, F(y) = o. 

Les termes du second degré laut alors le signe de 

l'accroissement ; or, leur somme peut se mettre sous la forme 


h2 k \? k nl 
LE 5 O7 EN Ce) 2P(5) Fr 5 
te AE AMONT PEER 
La premiére condition sera que ce trinome reste de même 


* L] è . L L] e L2 L2 
signe , quel que soit j> Sans quoi il n'y aurait ni maximum, ni 


minimum; ses racines devront donc être imaginaires; ce qui 
donnera cette troisième condition commune P<[F”(y')X<F"(x"). 
.: Enfin, le signe du trinome se reconnaîtra au signe du premier 
terme, de sorte qu’il suflira pour le maximum , que F"( y") So 
et pour le minimum que F”( y") > o ; ce aui entraîne les mêmes 
condilions pour F"(x’) ;en vertu de F" 4) (EG) > P°. 

Si tous les termes dussecond degré s’'évanouissaient , il faudrait 
qu’il en füt de même de ceux du troisième , et que le polynome 
du 4° dégré eût toutes ses racines imaginaires ; ; et ainsi de suite. 

43. Proscème. Trouver les maxima ou minima d’une fonc- 
tion de m variables, entre lesquelles on a. m—2 équations. 

Les (m— 2) équations permettent de regarder (m— - 2) Va- 
riables }. comme fonctions de deux à nd ipéndetel Let d , et on 
rentre dans le cas précédent, Les dérivées partielles suCCeSsIves 
de là fonction proposée renfermeront Îes dérivées partielles des 
(m—2) variables par rapport à x et ÿ, qui. se déduiront des 
(moe 2) équations données. 

Nous allons offrir quelques applications “ts ces problèmes 
généraux. 

Pnogrème. Trouver la plus courte distance de deux droites 
non situées dans un même plan. 


x=azba, xt 


Soient les équalions de ces droites 
q v—bz+$  Ÿ— b' z+-€7. 


? 
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Soient x,y,z,eta",5",2" les coordonnées de deux points pris 
respectivement sur chacune d'elles, le carré de leur distance 
sera (x —x")* + (y + y)" bar 27). 

Dans ce cas-ci on RER éliminer facilement les quatre indé- 
terminées à, Y; ? # y" , ét cette expression devient 


(az+a— cz" — y) + (bz 4 G— ba — CL (a y. 
Egalant à zéro les dérivées par rapport azet 2", il vient 


oa(az+a— d'z"— &") Hob(bz46—0'z"— 6") Lo(z—z") —o, 
ou'(az+a— a'2"— x") +920"(b246—0D'z"—6) + 2(z—2") =0; 


ou bien endivisant par 2 et remettant les valeurs de x, y,x",y"- 


L/4 


puis divisant par 2— 2, 


de ER: à Les Le — 
+ DT L T0; deb airs ep X 
ré 


7 — 0. 


Equations qui expriment que la droite qui passe par les 
points x,y,zet x”,y',2 est perpendiculaire sur les deux pre- 
mières. Les joignant aux quatre équations données, on détermi- 
nerait les deux points de rencontre, et par suite leur distance. 

La seconde dérivée par rapport à z est 2 (1 a? +b*), celle 
par rapport à 2" est 2 (1 + a + D), et la dérivée par rapport 
à 2" de la première par rapport à ta z est —2 (1+ aa +- bb"). Les 
soumettant aux conditions assignées précédemment, on recun- 
naîtra sans peine que la distance est un minimum. 

44, ProgcèMr. Z'rouver le maximum ou le minimum d'une 
fonction implicite liée à in variables par nm où m—1 équa- 
tions. Soit u la fonction; 

” Si l’on a m2 équations 
Ex, y,20. 4) 00) FR iel-sou)e.28lE 4 (a am) 0, 
u peut alors être considéré comme fonction d’une seule va- 
riable indépendante x, et il ne s’agit par conséquent que de 
déterminer ses lee successives par rapport à ; ce qui à 
été enseigné dans la théorie des dérivéss. 

Donnons-en quelques exemples. 


CS 
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Pnrnoscème. Trouver le maximum ou le minimum de l'ordon- 
née de la courbe dont l'équation est y* +x*+ ay + bx + c=0. 

Désignons par y’ la dérivée d’y par rapport à x, on aura 


2yÿ + 2x + ay + b = 0. 


| b 
Or, il faut que y’—0; ül reste donc 274-b5=0, d'où x=— À 


' (04 RE n 
et par suite 3=—; + rene 
e e b vs 
On voit facilement per la valeur x — 3; que les deux 


points sont sur la perpendiculaire abaïssée du centre du cercle, 
lieu de l'équation donnée. Des deux valeurs d'y, l’une donne 
un maximum, l’autre un minimum; c’est ce qu’on trouvera 
sans difficulté. 

Proscims. De tous les points d'un plan qui sont éxalement 
éclairés par deux points lumineux pris dans le méme plan, 
trouver ceux qui sont les plus éloignés de la droite qui joint 
les points lumineux. 

Soient Det E (fig. 7) les distances d’un point M également 
éclairé aux deux points lumineux A et B dont les intensités à la 
distance 1 sont m°, n°. L'action de ces lumières sur M sera pour 

me m°? n°? 
la’ première pr > © pour la seconde Tz > ©t comme il doit 
recevoir la même quantité de lumière de A et B, on aura 


Appelant x,y,a, les distances AP, MP, AB,ona 
D'=y +, +(a— x) = EF, 


4 © » e Là 0 
et il faut trouver le maximum d'y, ayant trois équations ét 
trois variables étrangères E, D, x. 
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Dérivant les trois équations en considérant ces trois va- 
riables comme fonctions d’x, il vient 


mE =nD, DD'=yy +zx, EE =yy —(a—x); 
d’où l’on tire facilement par Pélimination, 


, Enx—Dmzx + Dam 
UE D y — Eny 


? 


et pour le maximum on aura Enx — Dmx + Dam=—=o, 
qui, jointe aux trois proposées, déterminera D,E, x, y. 
On trouvera immédiatement une équation en x seul, en re- 


e 71 Ç 
‘ portant dans la dernière la valeur E — —D ,» et l’on aura 


m°—1n°? 
T= — : 


am? ? 





la substituant dans les autres équations, on tirera 


ant 
nn 
Yÿ —— 


M? — n°? 

Le point et sa distance à la droite se trouvent déterminés par 
là, et l’on verra facilèment que la valeur positive d'y est un 
maximum et la négative un minimum : cette dernière serait 
aussi un maximum si l’on faisait abstraction de son signe. 
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CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LA GÉOMÉTRIE. : 





CHAPITRE PREMIER. 
Des quantités geometriques en gencral. 


45. 1 D objets de la nature font naître en nous les idées 
d’étendue et de forme. Nous lions d’abord intimement ces idées 
aux corps dont nous les recevons; mais bientôt notre esprit les 
en sépare , les isole, et les conçoit indépendamment des objets 
matériels qui leur ont primitivement donné naissance. 

Les grandeurs et les formes deviennent alors pour nous des 
êtres d'imagination auxquels nous supposons une exactitude et 
une régularité qui ne se trouvent pas dans la nature. Nous les 
considérons indépendamment des propriétés physiques de la 
matière; et les conséquences auxquelles nous parvenons en les 
. comparant entre clles s’'appliqueront avec d’autant plus de jus- 
tesse aux objets réels, que ces objets se rapprocheront davan- 
tage de cette exactitude idéale. 

L’étendue étant ainsi dégagée de toute idée de matière, nous 
pe voyons rien qui puisse y fixer des bornes absolues, et notre 
imagination la concoit indéfiniment prolongée dans tous les 
sens. N 

Si nous nous figurons une portion finie quelconque de cet 
espace indéfini, elle nous donne l’idée de forme par la manière 
dont elle est terminée; nous nommons cette portion volume, 
et surface la limite de son étendue en tous sers. 


(39) 

Si l’on imagine maintenant une porlion finie de surface, elle 
sera terminée d’une certaine manière; la limite de son étendue 
est ce qu’on appelle une Zone. 

Enfin, l’on peut concevoir une portion quelconque de ligne : 
elle aura ses limites ou extrémités qui ont recu le nom de points. 

La surface n’étant que la limite du volume, n’a donc pas une 
étendue de même nature que celle du volume; la ligne qui n’est 
que la limite d’une surface n’a pas non plus une étendue de 
même nature que le volume ni que la surface : enfin le point, 
ou la limite d’une ligne, n'offre l’idée d'aucune espèce d’éten- 
due. D’où il suit que sous le rapport de l'étendue, on ne pourra 
comparer des volumes qu’avec des volumes , des surfaces qu’avee 
des surfaces , des hgnes qu'avec des lignes. Quant aux points, 
n'ayant aucune espèce d’é tendue, ils ne sauratent être consi- 
dérés sous ce point de vue. 

L'ensemble des rapports qui se déduisent de la comparaison 
de ces diverses espèces détendue, de leurs formes et de la posi- 
tion des surfaces, des lignes et des points qu'on y peut consi- 
dérer, constitue la science qu’on nomme Géométrie. 

46. Dans la Géométrie, comme dans toute autre science, il 
faudra partir d'idées premières dues uniquement aux sensations 
et à l'expérience. La première chose à faire est donc de choisir 
ces idées élémentaires, et tout Part consistera ensuite à y ra- 
mener toutes les autres et à en déduire tous les rapports qu’el les 
peuvent avoir entre elles. 

Parmi les lignes, la plus simple est la ligne droite. Des expé-- 
riences journalières nous en donnent la sensation ; nous la voyons 
dans la tension d’un fil flexible, dans la manière dont les corps 
nous envoient la lumière , etc. ; à cette idée de forme s’en joignent 
d’autres accessoires, comme, par exemple, d’un point à un autre 
on ne peut mener qu'une seule ligne droite , et qu’elle est plus 
courte que toute autre ligne terminée aux deux mêmes points. 

Une ligne composée de plusieurs droites se nomme gne 
brisée ; et toute ligne qui n’est ni droite nt brisée est appelée 
ligne courbe, ou courbe. | 

47. Parmi les surfaces, il en est une qui occupé pär sa sim- 
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plicité le même rang que la droite parmi les lignes. Cette surface 
est le plan, et sa propriété fondamentale consiste en ce que 
toute droite qui a deux points communs avec elle s’y trouve com- 
prise dans toute son étendue, en les supposant Pune et Pautre 
indéfiniment prolongées. On a coutume de définir le plan par 
cette propriété, et d’admettre alors à priori qu’il peut exister 
une surface de ce genre : or il est très-important de n’admettre 
ainsi que le plus petit nombre possible d'idées primitives, et je 
crois qu'on peut s’en dispenser pour le plan et le ramener de la 
manière suivante à la notion de la ligne droite, et à quelques 
principes simples de superposition qui ne renferment nullement 
l'idée de plan ni même de surface. 

On nomme triangle la figure déterminée par trois droites qui 
joignent deux à deux trois points non en ligne droite. Or on 
prouve immédiatement par la superposition que deux triangles 
qui ont un angle égal (*) compris entre deux côtés respective- 
ment égaux peuvent être appliqués l'un sur Pautre de maniere 
à coincider dans toutes leurs parties. Je dis de plus que si, toutes 
choses égales d’ailleurs, Pangle compris est différent, le troisième 
côté sera différent. En effet , soit ABC ( Jig. 6) le premier triangle 
et AC, AB les côtés égaux aux correspondans du second; trans- 
portons celui-ci de manière que le côté égal à AC coincide 
avec AC, et qu’en même temps le côté AM égal à AB coupe la 
direction BC, en les prolongeant l’un et l'autre s’il est néces- 
saire. Parvenus à ce point, on rentre dans la démonstration de 
M. Legendre, et elle s’achève sans qu’il soit besoin d’introduire 
aucunement idée de surface ; et on en conclut immédiatement 
cet autre théorème , que deux triangles peuvent être superposés 
exactement quand ils ont les trois côtés respectivement égaux. 

Cela posé, imaginons que par un point d’une droite on élève 
une perpendiculaire, et qu’on fasse prendre à cette dernière 





(*) On dit que deux droites qui se coupent font entre elles le même angle 
que deux autres, quand on peut, en les transportant sans changer leur posi- 
tion relative, faire coïncider leurs directions respectives avec celles des deux 
‘autres. 
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Piouterlés positions possibles autour de ce point sans cesser d’être 
perpendiculaire à la première droite, elle engendrera une sur- 
face par cette continuité de positions successives; je dis que 
cette surface jouira de la propriété que si lon en joint deux 
points quelconques par une ligne droite, cette droite y sera 
. comprise dans toute son étendue. En effet, soit B ( Jig. 1) le point 
choisi sur la ligne donnée, et À et C deux points pris sur elle à 
égale distance de B, chaque point de la perpendiculaire mobile 
sera également distant de ces deux points. Soient deux points 
quelconques M,N, pris sur deux perpendiculaires ; si on les joint 
par une droite, qu’on en prenne un point X, et qu'on mène la 
droite BX , je dis qu’elle sera perpendiculaire sur AC. En effet, 
MA—MC, NA=—NC; donc les deux triangles AMN , CMN sont 
égaux; leurs angles en N sont donc égaux ainsi que leurs supplé- 
mens; donc les deux triangles ANX, CNX seront égaux, donc 
AX=—CX ; les deux triangles égaux ABX, BCX, prouvent 
que BX est perpendiculaire sur AC, et que par conséquent le 
point X est sur la surface en question. Cette surface est celle que 
nous avons nommée plan. 

Je dis maintenant que par trois points non en ligne droite 
on peut toujours faire passer un plan, mais un seulement. 

Soient en effet les trois points A, B, C (fig. 2); on conçoit 
d’abord que si l’on fait passer un plan par deux d’entre eux, ce plan 
ne sera pas déterminé de position et pourra toujours être amené à 
passer par le troisième. Supposons donc deux plans passant par 
A,B,C,et contenant par conséquent les trois droites qui joi- 
gnent ces points deux à deux : soit M un point quelconque de 
l'un d’eux; si on le joint par une droite à un point quelconque D 
de AC, la ligne MD sera tout entière dans le premier plan, et 
par conséquent rencontrera quelque part en E la droite inter- 
médiaire AB qui s’y trouve aussi comprise : mais les deux points 
D et E étant aussi dans le second plan, la droite indéfinie DE 
s’y trouvera pareillement, et par conséquent aussi le point M 
Tout point de lun quelconque des plans appartient donc aussi 
à l’autre : ces deux plans coïncident donc entièrement. 

I résulte de là que tout plan peut être engendré de la manière: 
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indiquée précédemment. Car cette génération produit une sur-* 
face telle, qu’en joignant deux quelconques de ses points à volonté 
par une droite, cette droite s'y trouve comprise tout entière, 
et nous venons de faire voir que deux surfaces de ce genre 
peuvent toujours coincider. On peut donc indifféremment dé- 
finir le plan par la propriété énoncée d’abord ou par la géné- 
ration que nous avons indiquée à la suite. 

Il résulte encore de ce qui précède, que les deux côtés d’un 
plan sont tout-à-fait identiques; car nous avons fait voir que 
tout plan pouvait coincider sur un autre sans considérer lequel 
de ses deux côtés on appliquait sur celui-ci : ces deux côtés sont 
donc entièrement semblables, puisqu'ils peuvent successivement 
coincider avec une même surface. 

Deux droites qui se coupent, et en général toutes données où 
il se trouvera trois points non en ligne droite, détermineront la 
position d’un plan. Mais il ne sera pas toujours possible de trouver 
un plan qui passe par tous les points donnés quand il y en aura 
plus de trois. Ce que l’on peut faire pour deux droites qui se 
coupent devient impossible dans un grand nombre de cas pour 
deux droites qui ne se coupent pas : car on peut concevoir une 
ligne qui soit dans un plan et une autre qui perce ce plan sans 
rencontrer la première. Or aucun plan passant par celle-ci ne 
pourra passer par la seconde; car il contiendrait le point où 
elle perçait le premier plan, et se confondrait par conséquent 
avec lui; les deux droites auraient donc été dans ce premier 
plan, ce qui est contre l’hypothese. 

Toute surface composée de plans se nomme surface polyèdre, 
et toute surface qui n’est ni plane ni composée de plans se somme 
surface courbe. 

48. Dans un mème plan, deux droites indéfinies peuvent 
avoir deux positions relatives bien distinctes; elles peuvent se 
rencontrer, elles peuvent aussi n’avoir aucun point commun 
dans leur étendue illimitée, et dans ce dernier cas, elles sont 
dites parallèles. 

Les droites qui se coupent peuvent avoir une infinité de po- 
silions relatives; elles peuvent s’écarter plus ou moins les unes 
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des auires, et c’est ce que l’on appelle faire des angles plus ou 
moins grands. 

Ainsi, les lignes AG, AD, AE ( fig. 8),. qui vont en s’écartant de 
plus en plus de AB, font avec elle des angles de plus en plus 
grands. Rien n’est plus facile que de comparer la grandeur de 
deux angles : on les transporte l’un sur lautre; si leurs côtés coin- 
cident en direction , ces angles seront égaux ; sinon le plus grand 
sera celui qu LEE ra Tañtre soie ses côtés, comme DAB 
par rapport à CAB. | 

L'idée de légalité entraine immédiatement celle du rap- 
port quelconque: deux angles sont entre eux comme m est 
à n, lorsqu'ils contiennent un même angle, Pun m fois, l’autre 
n fois. Enfin , les angles sont des quantités susceptibles d’être 
comparées comme toutes les autres sous le rapport de la 
grandeur. 

Quant à la position de parallélisme, elle a offert aux géo- 
mètres des difcultés qui n’ont point encore été levées, et qui 
ne le seront peut-être jamais de la manière qu’ils paraissent le 
désirer. Si on définit les parallèles, des droites qui situées dans le 
même plan ne peuvent jamais se rencontrer , on ne peut dé- 
montrer qu’elles sont perpendiculaires sur une même ligne, et 
si on les définit par la condition d’être perpendiculaires sur une 
même ligne dans un même plan, on ne peut prouver que deux 
lignes qui ne se rencontrent pas sont parallèles. Toute difli-- 
culté disparaîtrait si l’on pouvait démontrer que par un point 
pris dans le plan d’une droite on ne peut mener qu'une seule 
ligne dans le même plan qui , prolongée indéfiniment, ne ren- 
contre pas la premiere. Cette proposition faute de démonstra- 
tion a été admise d’elle-même, au grand regret de beauccup de 
géomètres qui regardent encore la théorie des parallèles comme 
incomplète ; mais si on les satisfaisait sur ce point, ils se rejet- 
teraient sur la ligne droite, demanderaient qu’on en démonträt 
les propriétés premières , et regarderaient jusque là les bases de 
la Géométrie comme inéxactes. Enfin ils pousseraient toujours 
leurs demandes au-delà des réponses, parce qu'on ne démontre 
rien sans sc fonder sur quelque chose, et que par conséquent 
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vouloir tout démontrer est une chose non pas difficile à exécu- 
ter, mais qui implique contradiction. 

Le parallélisme des ue offre les mêmes dificultés que celui 
des droites, puisqu'il s'y ramène immédiatement; mais il n’en 
offre pas de nouvelles, et la première théorie admise, la se- 
conde s'ensuit sans difficulté; pour cela on commencera par 
démontrer que deux plans perpendiculaires à une même droite 
ne peuvent se rencontrer ; pour faire voir ensuite que tout autre 
plan mené par l’un des points de rencontre avec la droite, ren- 
contrerait les deux premières, on fera passer un plan quel- 
conque par cette droite; il coupera les trois plans suivant trois 
droites dont deux seront perpendiculaires à la proposée, et dont 
la troisième coupera par conséquent chacune des deux pre- 
mières, ce qui prouve que le troisième plan coupera chacun des 
deux autres. De là dérive sans peine toute la théorie du paral- 
lélisme dans l'espace. 

49. Les plans offrent les mêmes positions relatives que les 
lignes; ils peuvent se rencontrer , et forment alors une nouvelle 
espèce d'angle dont la mesure se ramène, comme nous le di- 
‘rons plus tard, à celle de Pangle rectiligne; ils peuvent être ren- 
contrés par des droites, et donner lieu à un troisième genre d’incli- 
naison qui se ramène encore au premier ; il peuvent être paral- 
lèlesentre eux, c’est-à-dire ne pas serencontrer quelque loin qu’on 
les prolonge ; enfin ils peuvent être parallèles à des droites. 





CHAPITRE IL. 


Des dimensions de l'étendue. 


sai 


Ex remontant à lPétymologie du mot, on doit entendre 
par dimension d’un objet les élémens qui servent à déterminer 
sa mesure; C’est sous ce point de vue seulement qu’on peut s’en 
faire une idée nette et précise. 


CAD D 

Les rectangles se mesurant par le moyen de leur base et de 
leur hauteur , ces deux lignes en seront les dimen$ions. Les pa- 
rallélépipèdes rectangles se mesurant par les trois arêtes conti- 
guës, ces trois lignes en seront de même les dimensions. Quant 
aux lignes droites, ne se mesurant que par elles-mêmes, elles 
sont leurs propres dimensions. | Aie 

C’est ce qui a fait dire que l’étendue avait trois dimensions, lon- 
gueur, largeur et profondeur : que les lignes n’en avaientiqu'une 
seule , les surfaces deux et les volumes trois. Mais cette idée 
posée à priorz et comme début dans la Géométrie, ne peut offrir 
à l'esprit rien de clair ni de satisfaisant. Où trouvera-t-on la lon- 
gueur, la largeur et la profondeur d’un corps irrégulier ;et si on lui 
accorde trois dimensions, n’en aura-t-il pas une infinité, puis- 
qu'aucune direction n’a rien de plus remarquable que lesautres ? 
De plus, pour quoi supposerait-on que les dimensions fussent 
perpendiculaires entre elles. Si Pon se guide sur la forme, la 
hauteur et la longueur d’un parallélogramme, ne seront-elles 
pas ses deux côtés contigus; et si l’on se fonde sur l’idée de 
mesure, pense-t-on que celle de tous les volumes soit détermi- 
née par leurs trois dimensions, quelque chose que l’on veuille 
entendre par là? 

La seule chose à remarquer pour les surfaces et les volumes, 
c’est que leur mesure peut toujours se ramener à des produits 
de deux et de trois lignes, ce qui donne ce même nombre de 
dimensions algébriques à leur expression analytique. Mais cela 
revient à dire qu’on peut concevoir des rectangles ou des paral- 
lélépipèdes qui leur soient équivalens, et où trouver dans ces 
nouvelles figures les dimensions des premières qui ne leur 
ressemblent en rien ? 

Au reste , de quelque manière qu’on envisage les dimensions, 
on n’en parviendra pas moins aux mêmes résultats, et la science 
n’en souffrira nullement. Si donc nous avons un peu insisté sur 
ce point, c’est que la formation de Pesprit est plus importante 
encore que la Géométrie, et que les idées fausses ou incom- 
plètes, quelque petite que paraisse leur importance réelle, ont 
toujours une influence funeste sur son développement. 
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CHAPITRE IE. 


De l'égalité dans les quantités géométriques. 
Fi | 
a 51° Ok dit que deux quantités géométriques sont . égales 
lorsque la seconde n’est autre chose que la première qui aurait 
changé de place sans que rien füt changé en elle; d'où il 
suit que chacune d’elles peut être amenée, par un déplace- 
ment convenable, à occuper le même espace que Pautre. 

Il résulte de là que pour s'assurer si deux quantités sont 
égales, il faut voir sil est possible dé transporter Pune de 
manière quelle coïncide avec l’autre dans toutes ses parties, 
ou en d'autres termes, si elles sont superposables. Il est bien 
entendu que les volumes sont dépouillés de toutes les proprié- 
tés physiques, sans lesquelles on ne les trouve pas dans la na- 
ture , mais dont ils sont indépendans dans tous les rapports dont 
s'occupe la Géométrie. Ainsi la résistance et l’impénétrabilité 
de la matière ne gêneront en rien les superpositions des vo- 
lumes, puisqu'il ne s’agit que de Pespace figuré et non ma- 
tériel. | 

Après Pégalité absolue ou de superposition, la plus féconde 
en applications est l'égalité en grandeur indépendamment de 
la forme; on lui a donné le nom particulier d'équivalence. 
Ainsi deux lignes seront équivalentes lorsqu'elles auront la 
même étendue en longueur sans pouvoir être superposées ; 
deux surfaces seront équivalentes lorsqu'elles renfermeront la 
même quantité de parties superficielles sans avoir la même 
forme; Cest ce qui arrivera lorsque de deux surfaces égales 
on retranchera une même surface à des places différentes ; 
il est évident qu’il restera de part et d’autre la même quan- 
tité superficielle, et que cependant la coïncidence me sera 
plus possible, Il en serait de même des volumes. 


ie RO 

L'égalité en périmètre a aussi reçu un nom particulier ; 
deux figures entre lesquelles elle existe sont dites Zsopéri- 
mètres; ce rapport peut donner lieu à un grand nombre de 
problèmes curieux , mais il est beaucoup moins fécond en con- 
séquences que les précédens qui sont la base de toutes les 
comparaisons des grandeurs géométriques. 

Outre ces diverses sortes d'égalité partielles, il en ét une 
autre qui, par son importance, mérite une attention parti- 
culière et que nous allons traiter séparément. 


De la Similitude. 


52. On fait ordinairement consister la similitude de deux 
quantités géométriques dans légalité des inclinaisons et des 
rapports des lignes ou des faces homologues et lidentité de 
leur disposition. Cet énoncé renfermant des conditions sura- 
bondantes, c’est-à-dire qui sont des conséquences nécessaires les 
unes dés autres, on a cherché une définition qui renfermât toutes 
les conditions qu'on voulait remplir, mais qui ne renfermât 
qu’elles seules. Les uns ont voulu écarter la considération des 
angles et.n’introduire que des longueurs; ils ont appelé figures 
semblables celles où il ÿ avait égalité entre les rapports des 
lignes nécessaires à la détermination de chacune d’elles; mais 
il restait à chercher combien de lignes étaient nécessaires à la 
détermination des figures, et la diféculté n'était pas diminuée. 
D’autres ont d’abord défini la similitude pour les triangles 
et les tétraèdres , et ont appelé semblables les figures ou solides 
dont tous les points homologues sont les sommets de triangles 
ou de tétraëdres semblables ayant des bases constantes et sem- 
blables ; mais cette définition a l'inconvénient de ne pas renfer- 
mer dans un seul énoncé la similitude des tétraèdres et des autres 
solides ; de plus il y manque encore des conditions relatives à la 
disposition des tétraèdres ou des triangles, sans quoi elle n’en- 
traînerait pas la similitude. Je crois que l’on pourrait éviter 
tous ces inconvéniens en adoptant la définition suivante : 

Deux quantités géométriques sont semsLABLEs, lorsqu'elles 
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peuvent être placées de manière qu'en joignant un point fixe 
avec tous les points de l'une d'elles, on obtienne tous ceux de 
l'autre en prolongeant ces rayons dans un rapport constant. 

De cette définition suivront immédiatement toutes les pro- 
priétés des quantités semblables. On reconnaïtra facilement les 
deux plus importantes, savoir, qu’en joignant leurs points ho- 
mologues, les lignes résultantes seront également inclinées 
entre elles et dans le rapport constant des rayons. Toutes les 
autres s’en déduiront, comme on, peut le voir dans tous les 
traités élémentaires, tant pour les lignes que pour les surfaces 
et les volumes. 

Le point d’où partent les rayons se nomme centre de simi- 
litude; le rapport constant des lignes se nomme rapport de 
similitude. Si lune des figures se transporte parallèlement à 
elle-même d’une manière quelconque dans Pespace, le centre 
de similitude se déplacera en même temps, mais le rapport 
de similitude restera constant, parce qu’il est égal à celui de 
deux lignes homologues des deux figures, et que ces lignes ne 
changent pas de grandeur. 

53. Si, au lieu de prolonger les FA ONE, on les portait en 
sens contraire à partir du centre de similitude, la seconde 
figure serait encore semblable à la première, dans le cas où 
elles seraient planes, parce qu’elle rentrerait dans le premier 
cas en lui faisant’ faire une demi-révolution autour du centre; 
mais la même chose n'aurait plus lieu si tous les points n’é- 
taient pas dans le même plan; les faces seraient respectivement 
semblables et également inclinées, mais leur disposition serait 
inverse et il n’y aurait plus similitude. On désigne ce nou- 
veau rapport sous le nom de similitude inverse : il est pour 
les surfaces semblables ce que la symétrie est pour les sur- 
faces égales, et deux surfaces inversement semblables sont 
telles, que l’une quelconque est semblable à la surface symé- 
trique de la seconde. 
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CHAPITRE IV. 


Sur la resolution des questions géométriques. 


. 54. Ex Géométrie, comme en toute autre science , les ques- 
tions ne peuvent se présenter que sous forme de théorèmes 


ou de problèmes. Un problème aura pour objet d’effectuer une 
construction d’après les rapports que doit avoir la chose à 
construire avec des choses données : pour y parvenir, on cher- 
chera à ramener la construction demandée à une autre plus 
simple, celle-ci à une plus simple encore, jusqu’à ce que lon 
en obtienne une que lon puisse exécuter immédiatement. 

I y a deux choses à considérer dans la résolution d’un pro- 


_ blème, la liaison des constructions et le dessin. Nous ne nous 


occuperons dans ce moment que de la première, et nous regar- 


derons un problème comme résolu quand nous pourrons de 


proche en proche le ramener aux constructions élémentaires 


que lon sait immédiatement effectuer. 


Dans le choix de ces “constructions élémentaires, on a dû 
considérer deux choses, la simplicité de leur composition et 
la facilité avec laquelle ellespourraient être exécutées au moyen 
des instrumens graphiques. Les seules lignes que les géomètres 


anciens et modernes aïent voulu reconnaître comme élémens 


de leurs constructions sont les droites et les cercles, et ils re: 
gardaient comme non résolu tout problème qui aurait exigé 
que l’on tracât une autre courbe quelque simple qu’elle fût 


_d’exécution : c’est ainsi qu’ils nous ont laissé À résoudre le 
problème de la trisection de l’angle, de la duplication du 


cube, etc. Cependant Newton s’est un peu affranchi de cette 
contrainte et a donné des solutions dans lesquelles il fait 
entrer des conchotdes , courbes très simples, mais cependant 
moins faciles à décrire que la ligne droite et le cercle. 

Le même embarras n'existe pas dans la démonstration des 
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théorèmes : comme on a pour unique but de démontrer la 
vérité d'un rapport désigné et non d’exécuter graphiquement 
ce qui y est'relatif, on reste entièrement dans les abstrac- 
tions, et lon peut ranger dans la même classe toutes les 
choses démontrées possibles, quelque difficulté que puisse offrir 
leur exécution : il ne s’agit que de ée qui est, et non de ée que 
l'on peut faire. 

55. Quant à la marche à suivre dans la résolution des pro- 
blèmes, il est difficile de rien d'ire de général à cet égard sans 
tomber dans le vague. Il est évident d’abord que pour aper- 
ceyoir comment les conditions données déterminent ce que 
l'on cherche, 1l faut étudier toutes ces conditions séparément, 
puis dans leur ensemble; et comme elles n’existent ensemble 
que quand la construction demandée est exécutée, on s’ex- 
prime ordinairement en disant qu'on suppose le problème 
résolu. Mais après cela, si lon veut chercher comment les 
diverses parties de cette construction dépendent les unes des 
autres et se ramènent à un petit nombre d’entre elles, et 
comment celles-ci se ramènent à d’autres connues , Cest ce 
que l’on ne pourra faire que quand la nature de la question 
sera déterminée, et il serait inutile de chercher à cet égard 
des règles générales. 

Il en est de même de la démonstration dés théorèmes; dire. 
qu'il faut les ramener à d’autres plus simples, c'est à peu de 
chose près ne rien dire : on ne peut indiquer de marche positive 
que quand on désigne au moins le genre de la proposition. 

Or, moins il est possible de prescrire de règles générales, 
plus il est nécessaire de faire des recherches particulières, et 
c’est peut-être dans la Géométrie que cette nécessité se fait 
le plus sentir. Nous devons donc recommander aux élèves de 
résoudre le plus grand nombre possible de questions, et sur 
tout de les résoudre complètement et d'examiner toutes Îles 
circonstances particulières qui peuvent sy rencontrer. Nous 
leur offrirons un assez grand nombre d'exercices de ce genre; 
nous y avons joint des solutions succinctes qu’il ne leur res- 
tem plus qi à développer. 
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Nous allons ajouter quelques observations aux généralités pré- 
cédentes ét faire connaître l'avantage qu’il peut y avoir quel- 
quefois à intervertir l’ordre qui semble le plus naturel entre 
les données et les résultats demandés. 


“De la marche à suivre dans la résolution de certains 
Problèmes de Géométrie. 


56. Dans tout problème graphique, on donne certaines choses 
construites, et on propose d’en construire d’autres liées d’une 
certaine manière à celles-ci. Or , il arrive souvent que les choses 
à construire peuvent être exécutées isolément des premières, 
et que la seule difficulté consiste à leur donner la position 
qu’elles doivent avoir relativement à celles-ci. Dans tous les 
cas de ce genre, il y a deux marches à suivre : on peut partir 
des constructions données , et opérer sur elles jusqu’à ce que 
Von ait obtenu celles que l’on demandait , et alors le problème 

‘est résolu : ou bien commencer par construire les choses qui 
doivent avoir les rapports demandés avec les données, et d’après 
ces mêmes rapports construire sur elles ces données ; il en ré- 
sultera un système identique avec celui que lon cherchait, puis- 
que les données et les résultats y seront liés de la manière de- 
mandée ; il ne restera donc plus qu’à en reporter les diverses 
parties au lieu où on avait voulu que la construction fût exé- 
cutée. jus 
Il peut se faire que le système auxiliaire ne soit pas identique 
avec celui que lon cherche, et lui soit seulement semblable: 
c’est ce qui arrive quand les grandeurs absolues des résultats 
ne sont pas données, et que l’on ne connaît que leurs rap- 
ports. Dans ce cas , au lieu de reporter sur le premier système 
des parties égales à celles du second , on les porte proportion- 
nelles, et dans un rapport déteriminé par deux grandeurs ho- 
mologues quelconques. 





CHAPITRE V. 


_ 


De la mesure des quantités geometriques. 


57. Nu une chose, c’est trouver son rapport à lunité : 
toute la théorie des mesures doit donc se réduire à trouver, 
de la manière la plus simple, le rapport ce deux quantités 
de même espèce. 

Les quantités les plus faciles à comparer entre elles sont 
les nombres entiers, et c’est à eux par conséquent qu’on a dû 
chercher à ramener toutes les autres. A cet effet, on conçoit 
Punité portée sur la grandeur à mesurer, et si elle y est 
contenue exactement, le nombre entier qui en résulte est le 
rapport demandé. Si elle n’y est pas contenue un nombre en- 
tier de fois, on imagine les deux grandeurs décomposées en 
parties respectivement égales; le rapport des deux nombres 
entiers résultans est le rapport de la quantité proposée à celle 
qu’on à choisie pour unité, et donne par conséquent la me- 
sure de la première. 

Mais cette manière de procéder suppose qu'il existe une quan- 
tité qui puisse être contenue exactement tant dans l’unité que 
dans la grandeur à mesurer, c’est-à-dire que ces dernières aient 
une commune mesure. Or il peut arriver que deux quantités 
n’en âient pas, et alors elles ne sauraient être décomposées en 
deux nombres entiers de parties égales; leur rapport ne peut 
donc être exprimé par celui de deux nombres entiers, ni même 
de deux nombres fractionnaires; car celui-ci peut toujours se 
ramener au premier. 

Cependant, comme on ne se fait uneridée nette des rapports 
des grandeurs qu’en les ramenant à des rapports de nombres, 
on est obligé dans ce cas de se contenter d’une simple ap- 
proximation, et elle est encore préfémble à l’idée yague que 
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Von se ferait du rapport de deux grandeurs, par la simple 
connaissance qu’en donneraient les yeux et le toucher. D'ailleurs. 
cette approximation peut être poussée aussi loin qu’on le dé- 
sire : car on peut partager l'unité en parties aussi petites 
quon veut, et en les portant autant de fois que possible sur la 
quantité à mesurer, le reste que lon négligera étant moindre 
qu’une de ces parties, pourra devenir plus petit que toute quan- 
tité donnée, et le rapport que l’on obtiendra différera aussi 
peu qu’on le voudra du véritable. 

Telle est la marche à suivre quand les quantités peuvent 
ètre comparées immédiatement par superpositions comme, par 
exemple, les lignes droites, ou les arcs de cercle décrits de 
rayons égaux. On cherche d'abord leur commune mesure par 
le procédé arithmétique du plus grand commun diviseur, et 
on en déduit, comme nous l'avons dit, leur rapport en nom- 
bres entiers. 

Mais toutes les quantités ne se prêtent pas avec la même 
facilité aux superpositions. Ce qui se fait immédiatement pour 
les lignes droites, serait impossible, par exemple, pour les sur- 
faces de polygones quelconques. Dans ce cas, on cherche à 
transformer les quantités en d’autres équivalentes, qui puissent 
être plus facilement"divisées en parties égales. C’est ainsi qu'on. 
ramène tous les polygones au triangle, et le triangle au rec- 
tangle, parce que deux rectangles sont faciles à décomposer en 
parties égales. 

Ayant ainsi ramené les quantités aux plus simples de leur 
espèce, on cherche sil n’est pas possible de ramener celles-ci 
à des quantités d’une autre espèce et plus faciles à comparer. 
Nous avons déjà dit que les plus commodes étaient les lignes. 
droites et les arcs de cercle de rayons égaux; ce sera donc à 
ces deux espèces de grandeurs qu’il faudra tâcher de ramener 
toutes les autres. * 

Les angles s’y réduisent facilement , parce qu’ils sont dans le 
même rapport que les arcs interceptés entre leurs côtés et dé- 
erits de leurs sommets comme centre avec des rayons égaux. 
Le rapport de ces arcs pourra donc être pris pour eclui des 
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angles, et la mesure des angles se trouve immédiatement ra- 
menée à celle des arcs décrits d’un même rayon. Cest ce qu’on 
exprime en disant qu'un angle au centre a pour mesure l'arc 
compris entre ses côtés : on veut dire par là que si l’on décrit 
du même rayon un cercle ayant son centre au sommet de 
l'unité d’angle, et qu’on prenne l'arc intercepté pour unité 
d'arc, la mesure de l’angle proposé sera exprimée par le même 
nombre que celle de Farc compris entre ses côtés. 

Les angles dièdres s’y ramènent immédiatement, parce qu’ils- 
sont dans le même rapport que les angles rectilignes formés par 
les perpendiculaires à larête menées par un même point dans 
chacun des deux plans. 

Les arcs de rayons inégaux s’y ramèneront aussi, parce qu’ils 
sont entre eux comme les angles au centre multipliés par les 
rayons. Leur rapport sera donc le produit du rapport de deux 
angles par le rapport de deux rayons : ce qui rentre dans Îles 
cas précédens. 

Les polygones pouvant toujours se transformer en rectangles, 
et ceux-ci étant entre eux comme les produits des nombres 
qui expriment les rapports de leur base et de leur hauteur à 
unité linéaire, la mesure de toutes les surfaces rectilignes se 
trouve ramenée à celle des lignes droites. L’unité de surface que 
Von choisit ordinairement est le quarré fait sur l'unité de lon- 


gueur; par là, on s’épargne la mesure de la base et de la hau- 


teur du rectangle pris pour unité, la multiplication des deux 
nombres résultans et la division des produits relatifs aux deux 
rectangles. On dit alors qu'un rectangle a pour mesure le pro- 
duit de sa base par sa hauteur; ce qui signifie, comme on le 
voit, que son rapport au carré de l'unité linéaire est le produit 
des rapports de sa base et de sa hauteur à cette même unité. 
Les volumes des polyèdres se ramènent à ceux des pyramides, 
ceux-ci aux prismes, et enfm aux parallélépipèdes rectan- 
gles, etc., dont la mesure se ramène à celle des lignes droites. 
58. Quant à la mesure des cercles et de leurs diverses par- 
ties, elle se ramène à celle de leur circonférence et de leur 
rayon. Mais comme on ne connait pas encore de moyen de ra- 
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mener .le rapport d une circonférence à une ligne droites à des 
rapports de deux arcs de cercle ou de deux àroites, on est obligé 
de se borner à une approximation. Si l’on prenait un cercle 
pour unité de surface, la mesure d’un autre cercle reviendrait 
à celle d’un carré, parce que deux cercles sont entre eux comme 
les carrés de leurs rayons; mais alors la difficulté se retrouve- 
rait dans la mesure des surfaces qui ne seraient pas des cer- 
cles. C’est après avoir eu égard à toutes les considérations de. 
ce genre qu’on s’est accordé à rapporter toutes les surfaces au 
carré : lorsqu'on veut ensuite passer à une autre unité, il 
suffit de prendre la mesure de cette unité par rapport à la 
première, et de diviser par elle toutes les premières mesures. 

Semblablement , la mesure des surfaces cylindriques , coni- 
ques , sphériques et des volumes compris par ces surfaces, se 
ramène à celle des circonférences et des lignes droites, et ne 
peut par conséquent s'effectuer par des superpositions. 

La comparaison des quantités auxquelles on ne peut trouver de 
commune mesure entre elles, soit qu’elles puissent être supper- 
posées, soit que leur forme ne le permette pas, s'opère au 
moyen de méthodes particulières qui méritent une attention 
spéciale , et dont nous allons donner une idée rapide. 
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Methodes des limites et de la réduction à l'absurde. 


59. La méthode des limites ayant été exposée précédemment , 
ii ne reste plus qu’à montrer comment on P Rue aux quan- 
tités géométriques. Supposons d'abord qu’il Aer de trouver 
la relation qui a lieu entre deux rectangles de même hauteur 

t leurs bases, quand ces bases n’ont pas de commune mesuré , 
FATTR que les rectangles sont dans le même rapport que leurs 
bases , quand elles sont commensurables, Soient R et R’ les deux 
rectangles, et &, a’ leurs bases. Imaginons un rectangle R" de 
‘même hauteur , ayant une base a”<[ a”, et commensurable 
avec a ; on pourra faire approcher a” de a autant qu’on vou- 
dra, sans cesser d'être commensurable avec a, car il suflira 
pour cela de décomposer & en parties indéfiniment décrois- 
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santes, et de les porter autant que possible sur a’, le reste sera 
moindre qu’une de ces parties, et par conséquent deviendra 
aussi petit qu’on voudra ; a” a donc a’ pour limite; et par suite 
R" a pour limite R’, puisque leur différence est un rectangle qui 
a pour base la différence de a à a”. Or,ona 
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La relation des limites sera donc ——=—. 
[À 


Deux rectangles de même hauteur sont donc toujours entre 
eux comme leurs bases. 

Prenons un second exemple où les quantités puissent avoir 
une commune mesure, sans qu’on sache la découvrir. Soient 
deux cercles de rayons diflérens; on demande la relation entre 
leurs circonférences et leurs rayons. Pour y parvenir, on cher- 
chera la relation entre des quantités qui puissent s'approcher 
indéfiniment des deux circonférences ; on choisira à cet effet 
des polygones inscrits; on les prendra, pour plus de simplicité, 
réguliers; et pour les comparer plus commodément , on leur 
donnera le même nombre de côtés. Désignant leurs périmètres 
par P, P”, les rayons par R et R’, on sait qu'ils satisferont à la 
relation suivante , quel que soit le nombre de leurs côtés, 
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Or, on démontre facilement, en circonscrivant des poly- 
gones semblables, que P et P’ peuvent s'approcher autant 
qu’on veut des circonférences C, C’; donc la relation de celles- 
ci sera 

Co'C 
hr 


Yl est inutile de citer un plus grand nombre d'exemples, pour 
faire concevoir Pesprit de cette méthode, connue sous le nom 
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de Méthode des limites. 1 est clair qu’on peut lappliquer si — 
l’on veut à des quantités qui auraient une mesure commune, et 
qui seraient moins commodes à comparer que celles qu’on leur 
substituerait. 

60. La seconde méthode à laquelle on donne le nom de réduction 
à l'absurde, consiste à démontrer que la relation demandée est 
d’une certaine forme, par l’absurdité qu’il y aurait à supposer 
qu’elle fût de toute autre. Il faut donc assigner d’abord une 
forme à la relation , puis énumérer toutes celles qui pourraient . 
êtres supposées si celle-là était fausse, et enfin démontrer pour 
chacune d’elles qu’elle est impossible. 

Ainsi dans le premier exemple cité on aurait dit : deux rec- 
tangles de même hauteur sont entre eux comme leurs bases , 
même quand elles sont incommensurables ; car si cette propor- 
tion n’a pas lieu, on pourra en établir une entre ces trois pre- 
miers termes , et un quatrième qui sera nécessairement plus 
petit ou plus grand que Le correspondant des quatre premiers. On 
aura alors deux démonstrations à faire , et elles sont si connues 
que nous ne prendrons pas la peine de les rappeler ici. 

Quand au second exemple , on aurait commencé par avancer 
que deux circonférences sont entre elles comme leurs rayons ; 
pour cela on aurait supposé que cette proportion fût fausse, 
et on aurait vu qu'il serait toujours possible d’en former une 
avec les trois premiers termes et un quatrième plus petit ou plus 
grand que son correspondant; ce qui aurait encore conduit à 
deux démonstrations d’impossibilité. 

61. Cette dernière méthode, la seule employée par les an- 
ciens ,a été conservée jusqu'ici, dans les élémens , avec le même 
respect que toutes les autres formes que les premiers géomètres 
employaient , faute des ressources que nous possédons aujour- 
d'hui. Examinons à laquelle des deux on doit donner la pré- 
férence. | 

La méthode de réduction à absurde, présentant la vérité 
sous forme de théorème, suppose connu ce que l’on cherche; la 
seconde indique la marche à suivre pour le découvrir ; elle est 
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donc réellement la méthode d'invention : sous ce rapport, elle 
mérite la préférence. nt 

Mais, non-seulement elle est supérieure sous le rapport de la 
Me a elle Pest encore presque toujours dans les détails. II 
est ne lecnt plus facile de faire un choix commode de va- 
riables, que de disposer les constructions qui doivent faire 
ressortir labsurdité, et d’ailleurs il y a toujours plusieurs sup- 
positions à faire, qui entrainent autant de démonstrations dis- 
tinctes; tandis que par la méthode des limites, on n’a jamais 
qu’une seule relation à trouver, celle des variables. IL y a plus, 
la méthode de réduction à l'absurde, déjà inférieure à celle des 
limites dans les cas où elle peut être employée, devient imappli- 
cable quand on s'éloigne des élémens. La simplicité des relations 
a permis dénoncer comme théorème les rapports des cercles 
et de leurs rayons, d'autant plus qu’on sy trouvait conduit par 
Ja considération des polygones inscrits, qui était aussi indispen- 
sable , comme induction , que dans la méthode des limites. Mais 
quand il s'agira d’évaluer les aires des courbes de nature quel- 
conque, ou en général de trouver des relations compliquées, 
la forme théorématique deviendra tout-à-fait déplacée, et on 
sera obligé de revenir à la méthode des limites qui présente 
toujours un problème , et de plus entre des quantités plus sim- 
ples que les proposées. Or, puisque cette dernière méthode est 
indispensable dès qu’on avance dans la science, et qu’elle est 
déjà supérieure dans les élémens, on doit lui donner constam- 
ment la préférence. Al | 
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CHAPITRE VI. 
Géométrie descriptive. 


62. fear partie de la Géométrie a pour objet de ramener 
autant que possible les constructions, dans Pespace, à des con- 
structions sur un seul plan. À cet eflet on rapporte les points à 
deux plans fixes perpendiculaires entre eux, et on les déter- 
mine par les pieds des perpendiculaires abaissées de ces points 
sur les deux plans; ces pieds sont ce qu’on appelle les projections 
des points correspondans. 

Les lignes se déterminent par la suite des projections de leurs 
diliérens points qui forment deux lignes placées respective- 
iment sur les deux plans de projections; de sorte que les lignes 
dans l’espace, sont lintersection de deux surfaces cylindriques 
perpendiculaires aux plans de projections, et ayant respective- 
ment pour directrices les projections de ces lignes. 

Quant aux surfaces, on les détermine par les élémens de leur 
génération. Ainsi une surface conique est donnée par son centre 
et sa directrice; une surface de révolution par son axe et sa 
génératrice ; et ainsi des autres surfaces dont on donne le mode 
de génération. De cette maniere, toutes les quantités géomé- 
triques seront déterminées par des projections faites sur les deux 
plaus rectangulaires, et toutes les constructions dans Pespace 
se ramèneront déjà à des constructions sur ces deux plans. Enfin, 
on les réduira toutes à un seul plan , en rabattant l’un des plans 
de projection sur l’autre par un quart de révolution autour de 
leur ligne d’intersection, qu'on nomme livne de terre. En opé- 
rant ainsi, toutes les constructions s’exécuteront sur un même 

plan et détermineront celles de lespace, auxquelles elles ne 
seront pas identiques, mais qui s’en déduiront par la haison 
simple des points avec leurs projections. 


( 6o } 

63. Or, il ne suflit pas que les constructions dans lespace 
soient déterminées par d’autres, il est souvent nécéssaire de 
les connaître par elles-mêmes; et il reste à indiquer les 
moyens à employer pour construire sur le plan donné, toutes 
les parties du système dans lespace, et en déduire ensuite le 
solide même que l’on voudrait déterminer matériellement. 

Si par exemple il $agit d’une construction plane quel- 
conque dans l’espace, on concevra que le plan où elle est ren- 
fermée se rabatte sur l’un ou l’autre des deux plans de projec- 
tion, ou sur tout autre plan parallèle; on déterminera la position 
de tous les points après ce rabattement , et on connaîtra alors la 
véritable forme de ce qui n’était donné d’abord qu’en pro- 
jection. 

S'il s'agissait de construire un polyèdre donné par les pro- 
jections de tous ses sommets, on commencerait par déterminer, 
comme il vient d’être dit , la forme de ses différentes faces, et 
leurs inclinaisons mutuelles. Si Von voulait ensuite former ma- 
tériellement ce polyèdre avec un bloc donné, on y tracerait 
d’abord lune quelconque des faces ; à chacun de ses côtés, on 
taillerait le bloc suivant des plans faisant avec la base les 
angles connus; on tracerait sur ces divers plans les faces dé- 
terminées précédemment , et on continuerait ainsi jusqu'à la 
confection entière du polyèdre. 

Si Pune des faces du solide était courbe et du genre de celles 
qui sont engendrées par la ligne droite, on déterminerait toutes 
les autres faces et leurs inclinaisons, puis on construirait 
comme tout-à-lheure le solide correspondant, et il ne reste- 
rait plus qu'à tailler la dernière face. C’est à quoi l’on parvien- 
_drait en déterminant les points extrêmes de la droite généra- 
trice dans un grand nombre de positions, et taillant le bloc 
jusqu'a ce que la règle püt s'appliquer exactement sur la sur- 
face, depuis un quelconque de ces points jusqu'à son corres- 
pondant. 

On emploira des procédés analogues dans les cas plus com- 
pliqués; on développera sur un plan les surfaces qui en seront. 
susceptibles , et on taillera sous la même forme des matières 
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flexibles, auxquelles on fera reprendre la forme convenable ex 
des appliquant sur le corps que lon aura à construire. Une foule 
de moyens de ce genre sont parfaitement connus des ouvriers: 
et quand on leur donne les élémens des constructions que four 
nit la Géométrie descriptive, ils parviennent sans difficulté à 
la détermination des solides avec toute Papproximation qu'on 
peut désirer. | 

La Géométrie descriptive remplit donc deux objets; elle 
donne par des constructions planes la solution des problèmes 
de Géométrie dans l’espace, et elle fait connaître tout ce qui 
est nécessaire à l’exécution matérielle des solides dont on peut 
avoir besoin dans les arts. Nous n’entrerons pas dans de plus 
grands détails sur les diverses questions que cette théorie peut 
offrir ; elles se trouvent exposées avec tant de clarté dans les 
ouvrages de M. Moxce, que nous croyons inutile d’y rien ajou- 
ter. Nous nous bornerons à en indiquer les principales appli- 
cations. 

64. La coupe des pierres est un des arts qui en tirent le plus 
grand parti. La construction des voussotrs peut devenir telle- 
ment compliquée par les diverses circonstances qui se ren- 
contrent dans les édifices, que sans le secours de la Géométrie 
descriptive il serait quelquefois presque impossible d’en venir 
à bout. Ces constructions s’exécutent, comme nous l'avons déjà 
fait connaître, au moyen des faces et de leurs inclinaisons. 

65. La coupe des bois ou la charpente se trouve dans le 
même cas, et en retire les mêmes avantages par des procédés 
analogues. | 

66. La théorie des ombres, si utile pour la représentation 
exacte des corps, se fonde immédiatement sur la Géométrie . 
descriptive ; on y a pour objet de déterminer la courbe qui sé- 
pare l'ombre de la lumière sur un corps dont on connaît exac- 
tement la forme et la position par rapport au point lumineux. 
Cette courbe n’est autre chose que celle de contact du corps avec 
une surface conique circonscrite, ayant son centre au point 
lumineux, ou avec une surface cylindrique parallèle aux rayons 
de lumière si le point lumineux est à une distance infinie, comme 
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on le suppose pour la lumière du soleil. Ayant déterminé Jes 


projections de cette courbe, il ne s’agit RS que d’en déduire 


Peffét qui doit en résulter sur le tableau où s'exécute le dessin; 
problème qui est du ressort de la perspective linéaire. 

67. La perspective a pour objet de déterminer sur une surface 
‘donnée la trace de tous les rayons visuels partant d’un point 
connu , et terminés aux différens points d’un système de figures 
quelconque. La figure qui en résulte sur la surface de perspec- 
tive produit sur la rétine un système identique de forme avec 


celui que produirait le système donné dans lespace; et pour. 


rendre l'illusion complète, il n’est plus besoin que de donner 


aux différentes parties du tableau tracé sur la surface, la colo- 


ration et le degré de lumière qui se trouvent dans les parties cor- 
respondantes des objets donnés. On déterminera alors, comme 
nous l’avons indiqué précédemment , les projections des courbes 
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de séparation d'ombre et de lumière, et on en déduira linter-" 


section de la surface du tableau avec le cône qui aurait son 
centre à l’œil de l'observateur, ét pour directrice cette courbe 
même. Ces lignes de séparation sont d’un grand secours pour 
donner une idée nette des formes en relief, d’après leurs repré- 
sentations sur une surface qui le plas souvent est plane ; et leur 
effet est tel, qu’il suffit presque à lui seul pour faire ressortir avec 
évidence les diverses sinuosités dés objets. Mais plus ces lignes 
sont caractéristiques, plus elles exigent de précision, puisque 


la moindre erreur influe sur la forme qu’elles font supposer” 


aux corps qu’elles représentent :'on ne saurait donc apporter 


trop de soin à leur détermination , ni trop employer à cet effet, 


les procédés de la Géométrie descriptive. Cette science est en 
général trop négligée par les artistes, et il en résulte souvent 


dans leurs tableaux des fautes grossières, des contre-sens cho 


quans , qu’ils auraient évités au moyen des notions élémentaires, 


de la Géométrie descriptive. 
68. Il est encore dans la perspective des lignes aussi essen= 


tielles que les courbes de séparation d’ombre et de lumière ; ce 


sont celles que déterminent sur les surfaces , les rayons visuels 
extrêmes ; on les nomme courbes apparentes ; elles séparent” 


f 
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la partie visible de la partie invisible, et déterminent sur le 
tableau le contour où se termine la pérspective de Pobjet. Ces 
courbes ne sont autre chose que celles de contact du corps avec 
le cône circonscrit ayant son centre à Pœil; on trouve par cette 
condition leurs projections et par suite leur perspective sur le 
tableau. 

Ayant ainsi déterminé sur le plan du tableau toutes les fi- 
pures nécessaires, on le rabat sur l’un des plans de projection, et 
on à ainsi la perspective exacte du système proposé. Il ne reste 
plus qu’à placer les couleurs, ce qui est du ressort de la pein- 
ture. Mais il faut bien se pénétrer de cette vérité, que la pers- 
pective linéaire ou l'esquisse est la partie la plus essentielle, et 
que sans elle la perfection dans le reste ne serait rien, tandis 
qu'elle suffit à elle seule pour représenter les effets principaux. 

IL est inutile de pousser plus loin les exemples. Les appli- 
cations de la Géométrie descriptive s'étendent à toutes les ques- 
tions où lon a à considérer des points dans l’espace; l’Archi- 
tecture , [a Topographie, et une foule d’arts mécaniques où 
Von a besoin d’une description exacte de machines, en reti- 
rent les plus grands avantages; et il serait à désirer que son 
étude fût regardée comme aussi indispensable dans tous ces arts 
que les procédés techniques qu'on s’est habitué à regarder 
comme suflisans, 
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SUR L’'APPLICATION DE L'ALGÈBRE À LA CÉOMÉTRIE. 





CHAPITRE PREMIER. 
De l'objet qu'on se propose dans cette application. 


69. dE quantité étant susceptible d’être exprimée en 
nombre, il est facile de juger que toutes les questions sur les 
grandeurs, de quelque nature qu’elles soient, peuvent être 
ramenées à des questions sur les nombres; car pour déterminer 
une quantité concrète, on peut se proposer de trouver son 
rapport à une autre connue de même espèce. 

Pour résoudre ainsi par le calcul une question de Géométrie, 
on imagine d’abord les quantités données et Îles inconnues ex- 
primées en nombres et représentées par les caractères généraux 
de PAlgèbre ; puis on cherche à établir des équations entre ces 
nombres d’après les conditions gévmétriques de l'énoncé. La 
question étant ainsi transformée, on la résout d’après les pro- 
cédés de l’Algèbre, et il ne reste plus qu'à repasser du résultat 
analytique au résultat géométrique, et c’est ce qui peut se 
faire de plusieurs manières, suivant la nature de la question. 

Si lon s’est proposé de déterminer la valeur numérique d’une 
ligne (et nous savons que c’est aux lignes qu’on ramène toutes 
les quantités géométriques ), on substitue dans la formule al- 
gébrique qui la représente les valeurs numériques trouvées 
pour lexpression des données en nombres, et l’on trouve ainsi le 
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nombre d'unités et de parties d'unités contenues dans la ligne 

cherchée que l’on peut alors facilement construire. | 

Si au contraire on à pour but°de trouver une, construction 
au moyen de laquelle on puisse déterminer la grandeur inconnue 
d’après les données non exprimées en nombres, alors le passage 
par lAloëbre n’a d’autre objet que de faire connaître de quelle 
manière l’inconnue se compose avec les quantités données en les 
supposant toutes réduites en nombres, et il ne s’agit plus que 
de trouver une construction géométrique qui représente cette 
composition analytique. Il existe des moyens généraux très sim- 
ples d'opérer ce passage pour toutes les fonctions rationnelles et 
certaines classes d’irrationnelles. 

Enfin, si l’on se propose la démonstration d’un théorème , on 
cherche à représenter par une équation les relations renfermées 
.dans l'énoncé géométrique, en désignant toujours les nombres 
par des signes généraux; on exprime ensuite par des équations 
toutes les relations qui dérivent des données , et on tâche, en les 
combinant soit entre elles soit avec d’autres connues, d’en 
déduire celle qui représente l’énoncé géométrique proposé. Le 
théorème se trouve alors démontré; il n’y a plus besoin, comme 
dans les deux cas précédens, de repasser de lanalyse à la 
Géométrie : tout est réduit à un simple calcul, dès qu’on a trouvé 
la traduction de l'énoncé en langage algébrique. 

Tels sont les différens genres de questions que présente lPap- 
plication de lPAlgébre à la Géométrie; nous allons les examiner 
successivement, et nous tâcherons de faire connaître l'esprit des 
diverses théories qu’elles renferment, et des méthodes qu’on y 
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emploie. 





CHAPITRE II. 


Avantages et inconveniens des solutions graphiques 
et numeriques. 


70. vos a déterminé lexpression algébrique d’une 
quantité, nous ayons dit qu'on pouvait déduire de s4 forme 
une construction au moyen des données géométriques, ou bien 
exprimer ces données en nombres et les substituer dans la for- 
mule qui donne alors la valeur numérique de linconnue. Exa- 
minons lequel des deux procédés offre le plus d'avantages. 

Observons pour cela que l’imperfection des instrumens intro- 
duit toujours des inexactitudes dans les constructions. Si donc 
on tient à une grande approximation dans les résultats, on 
devra choisir le procédé qui offrira le moins de constructions ; 
c’est là la seule considération qui devra déterminer la préfé- 
rence. 

Dans la résolution numérique on a toutes les erreurs pro- 
venant de l’expression des données en nombres; mais le calcul 
n’en produit pas de nouvelles, ou s’il en introduit, elles peu- 
vent être tellement diminuées qu’elles waient pas d'influence 
sensible sur les résultats, et on peut se dispenser d’y avoir égard. 
I! ne reste donc plus que lerreur provenant du ‘passage final de 
la valeur numérique à la grandeur concrète. 

Dans la résolution purement graphique on n’a pas les erreurs 
de la précédente, puisqu'on n’exprime pas les quantités en 
nombres, mais on en a d’autres qui sont à la vérité en moindre 
nombre dans les questions très simples, mais qui deviennent 
bien plus considérables quand les constructions se compliquent 
et que les résultats des unes deviennent les élémens de plu- 
sieurs autres, comme cela arrive par exemple dans les opéra- 
tions de Géodésie : dans tous les cas de ce genre, il conviendra 
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de substituer le calcul aux constructions, ce qui réduira à peu 
de chose près toutes les inexactitudes à celles des données. 

Les opérations qui exigent le plus de précision sont celles de 
la Géodésie et de Astronomie. Dans la première, presque toutes 
ont pour objet de déterminer la position relative de certains 
points, et c’est à quoi l’on parvient en les liant par des tri- 
angles dont ils sont les sommets. Dans l’Astronomie on à plus 
souvent à considérer des triangles sphériques, de sorte que dans 
ces deux sciences qui offrent les applications les plus impor- 
tantes de la Géométrie, presque toutes les opérations se rédui- 
sent à des déterminations de triangles soit rectilignes soit sphc- 
riques. En outre, la plus grande partie des problèmes relatifs 
aux autres théories de la Géométrie peuvent aussi se ramener 
à de semblables déterminations; d’où il suit que la Trigono- 
métrie ou T'héorie de la mesure des triangles doit jouer le 
plus grand rôle dans la résolution numérique des questions de 
Géométrie. Examinons les principes qui lui servent de base. 





CHAPITRE JI. 


De la T'rigonometrie. 


71, Trigonométrie a pour objet de déterminer les valeurs 
numériques des côtés et des angles d’un triangle quand on con- 
naît les valeurs numériqués des quantités par lesquelles il est 
déterminé; c’est ce qu'on appelle résoudre un triangle. 

Pour résoudre ce problème dans toutes les circonstances qu’il 
pouvait offrir, il était nécessaire et suffisant de trouver des 
relations générales entre les côtés et les angles d’un triangle ; 
car alors la détermination des quantités inconnues se serait ra- 
menée à une simple résolution d'équations. Mais la différence 
de nature des angles et des côtés conduisant à des relations trop 
compliquées pour pouvoir être employées avec avantage , on 


de 
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a renoncé à faire entrer les angles dans le PSE et on-a 
cherché à leur substituer des quantités qui pussent ji déter- 
miner ou être déterminées par eux d’une manière simple, et 
qui en même temps pussent être facilement comparées avec les 
côtés des triangles. 

La première idée que lon a eue a été de déterminer les angles 
par les cordes qu’ils sous-tendent, en supposant leur sommet au 
centre d’un cercle connu ; mais on a abandonné ce moyen pour 
un autre plus commode. On a supposé semblablement les angles 
formés par deux rayons d’une circorférence connue , et on les a 
déterminés soit par la perpendiculaire abaiïssée de l'extrémité 
d’un des rayons sur le second , soit par la tangente au cerele 
menée par lextrémité d’un dès rayons et terminée au second 
prolongé, soit enfin par la distance du centre au point où ce 
rayon prolongé rencontre la tangente. Ces trois lignes ont reçu 
respectivement les noms de sinus, tangente et sécante de l'angle. 
On a nommé cosinus, cotangente , cosécante du même angle ; 
les sinus, tangente et sécante de son complément; et il est évi- 
dent que tous les angles moindres que l'angle droit sont eñtière- 
ment déterminés par une quelconque de ces six lignes; il en serait 
de même pour les angles compris entre un et deux angles droits, 
entre deux et trois, entre trois et quatre. Mais quand on ne sait 
pas d'avance entre lesquelles de ces limites doit se trouver l'angle 
cherché, il ne suffit plus de donner la valeur d’une ou même 
de plusieurs de ces lignes , il faut encore ÿ joindre certaines cir- 
constances dont nous natlbéots plus tard. Ainsi l'angle déter- 
mine sans ambiguité toutes les lignes trigonométriques dont 
nous avons parlé ; tandis que celles-ci peuvent convenir à la fois 
à plusieurs angles, et nécessitent par conséquent des données de 
plus pour ôter toute incertitude (*). 

Cela posé, on a formé une table où l’on place tous les angles de 
seconde en seconde, ou seulement de minute en miuute, depuis 
zéro jusqu'à un demi-angle droit, ce qui a suffi pour tous Îles 


cas, à cause de la symétrie des fignes suivantes. La distance de 





(*) Voyez l'Application de lAlgèbre à la Géométrie , de Reynaud. 
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deux angles consécutifs est'assez petite pour qu’on puisse, sans 
erreur sensible, substituer à un angle quelconque celui qui en 
approche le plus dans la table; car l’erreur sera toujours moindre 
que la moitié de- cette distance : cette table donnera donc le 
moyen de déterminer les angles par leurs lignes trigonométri- 
ques , et réciproquement ; il ne restera plus ensuite qu’a trouver 
les relations générales qui lient ces lignes avec les côtés des trian- 
gles , ce qui n'offre aucune difficulté. 

La construction de cette table a offert un travail très long, vu 
le grand nombre d’angles dont on a été obligé de calculer les 
lignes trigonométriques. On obtient le sinus et le cosinus d’un 
angle par le moyen des séries suivantes , 








3 *n9 7 
Je T x Æ 
LE L— —> + ——— — — LrtR 
1,2.3 1:9:9.4.9 102 + 
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1.2 sde dE “ot a L 


Dans ces séries, x représente le rapport de l'angle proposé à 
celui auquel est opposé un arc égal au rayon du cercle, et dont 
la valeur est connue avec beaucoup d’approxiuation. Comme 
elles sont très convergentes , il suffira pour chaque valeur de x 
d’un calculer un très petit nombre de termes ; lerreur sera tou- 
jours moindre que le premier des termes négligés (*). Le sinus et 
le cosinus.étant déterminés, on en déduira sans peine les quatre 
‘autres lignes, au moyen des relations très simples qui les lient 
les unes avec les autres. | 

Connaissant la table des angles et des lignes trigonométriques : 
correspondantes ,ainsi que les relations des côtés d’un triangle 
quelconque avec les lignés trigonométriques de ses angles, on 
peut résoudre les triangles dans tous les cas où lon connaît un 
nombre de données suffisant à leur détermination. Nous n’entre- 
rons pas dans le détail des transformations de toute espèce 
qu'on.peut faire subir aux formules trigonométriques , pour 
les rendre plus facilement applicables aux différens problèmes 





(*) Voyez le n° 186 des Notes de Reynaud sur l'Algébre. 
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qu’on peut avoir à résoudre ; nous nous bornerons à la prépara-- 
tion générale qu’on leur fait subir , pour que Îe calcul des loga- 
rithmes y devienne applicable. 





CHAPITRE IV. 


Sur L'application des logsarithmes aux calculs 
| trigonometriqués. 


{ 


72. L.. angles croissant dans la table par degrés très petits , les 
différences entre leurs lignes trigonométriques successives seront, 
passé un certain point; tres petites par rapport à ces lignes. Ces 
dernières devront donc être exprimées par un grand nombre de 
chiffres, soit qu'on prenne une unité trés grande ou très petite , 
par rapport au rayon; le calcul en serait donc très pénible, si 
on ne le facilitait au moyen des logarithmes : et c’est ce que lon 
a pu faire dans tous les cas. 

En conséquence, on a cherché les moyens de rendre le calcul 
des logarithmes d’une application commode pour toutes lés for 
mules., Où a d'abord joint à la table des lignes trigonométriques 
celle de leurs logarithmes, pour éviter la peine de les calculer à 
chaque fois, et on a pu aussi y mettre une plès grande précision 
puisque c'était un travail fait une fois pour toutes : on s’est 
même dispensé de donner les valeurs de ces: lignées, et Pon s’est 
contenté de placer leurs logarithmes à ‘côté de Pangle éorres- 
pondant. Voilà ce que Von a fait quant à la disposition de la 
table : voyons ce que Pon a dù faire dans la préparation des 
formules. etta x 

Pour qu'on puisse déterminer le logarithme d’une expression: 
au moyen de ceux des quantités qui y entrent, il faut qué ni 
celles-ci ni aucune fonction d’elles n’y soient combinées par àddi- 
tion où soustraction : il est donc nécessaire de transformer toutes 
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les expressions en produits ou quotiens de puissances quelconques 
de quantités dont. la table fasse immédiatement connaïtre les 
logarithmes : tout se réduit donc à Imdiquer des moyens géné- 
raux d'opérer cette transformation. 

73. Dans quelques cas particuliers ce problème se résout 
d’une manière simple , mais à laquelle on a cherché à donner 
aucune extension. On a montré comment on pouvait transformer 
en produit Fa somme ou la différence de deux sinus ou de deux 
cosinus ; je vais faire voir comment,on y peut ramener la somme 
ou la différence de deux fonctions monomes quelconques : 

Soit l'expression AB, dans laquelle À et B désignent deux 
fonctions monomes quelconques de lignes trigonométriques et 
autres facteurs. Si chacune de ces fonctions est moindre que le 
rayon R de la table, on posera A—sin x, B=siny, et lon cal- 
culera x et y par ces deux équations auxquelles les logarithmes 
seront immédiatement applicables ; il ne restera donc plus qu'a 
transformer en produit sinxÆ sin y, ce qui n’offre aucune difi- 
culté. Si A et B ne sont pas plus petits que le rayon R, on les divi- 
sera par une quantité K dépendante de leur forme, et telle que 
les quotiens soient moindres que R; ce qui sera toujours facile à 
faire, puisqu'il suffira de diviser par le produit de tous les fac- 
teurs plus grands que R : on rentrera alors dans le cas précédent, 


Vexpression K(R sx <) devenant K(sinx Æ sin y). 


IL est inutile de dire qu’on aurait pu semblablement égaler 
À et B à deux cosinus, puisque leur somme ou leur différence 
se change aussi facilement en un produit. 


74. On peut encore donner un autre moyen général de trans- 
former un binome en un monome. 


Si l’on a une différence A—B, on la mettra sous la forme 


B . B re “ 
Al: EU Si A et plus petit que Punité, on pourra égaler 
q'au carré d’an sinus où d’un cosinus, et A—B deviendra 


A (r—sinx) ou À cos’x, x étant un angle déterminé par 


(rs) 
B 


FAT Uet 5 = sin° x à laquelle on peut appliquer immédia- 
jf 
1 


. B me 
tement les logarithmes. Si x St plus grand que l’unité, on posera 


* 


on —sec? x, et il viendra À —B — À (1 —sec°x) —— À tang’x. 
Si lon avait au contraire une somme A-+B, on diviserait 

A 2 : : ; 
par À et on poserait UE tang x; ce qui peut toujours avoir 


lieu , puisque les tangentes passent par toutes les valeurs depuis o 
jusqu’à Pinfini; on aurait alors A4B—A(r1+tangx) —Asecx. 

Ces divers procédés ne sont susceptibles d’aucune exception 
et donnent le moyen de transformer en un produit la somme ou 
la différence de deux monomes, et par conséquent de proche en 
proche d’un polynome quelconque : par là les logarithmes peu- 
vent être appliqués à tous les calculs de la Trigonométrie, et la 
promptitude des opérations se trouve réunie à Ha précision des 
résultats. 





CHAPITRE V. 
De l’homogéneité en général. 


75. 1 FRÈRE veut résoudre par le calcul une question sur 
des quantités d’une nature quelconque, on les suppose toutes 
exprimées en nombres par rapport à une unité arbitraire de la 
même espèce, ct on cherche à établir des relations entre ces 
nombres d’après les conditions qui lient entre elles les quantités 
qu’ils représentent. Si l’on peut parvenir à établir ces équations, 
il est évident que leur forme sera indépendante de Punité, puis- 
qu'on n’y a eu nullement égard ; les nombres seuls qui expriment 
les quantités varieront avec l'unité, mais leur combinaison sera 
toujours la même; et tant qu’ils seront représentés par des sym- 
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boles généraux , les équations ne subiront aucun changement. 
Ent les conséquences qui en résuRent sur la forme de ces 
équations. 

Concevons d’abord que l’on ait pris une des quantités données 
pour unité, les nombres qui représenteront les autres seront 
leurs rapports avec celle-ci, et c’est entre ces rapports que les 
équations auront lieu. Que l’on imagine ensuite qu’on passe à 
une autre unité quelconque, toutes les quantités seront expri- 
mées par des nombres qui seront aux premiérs dans le rapport 
inverse des deux unités, mais leurs rapports entre elles ne chan- 
geront pas, et par suite les équations primitives auront encore 
lieu. Or tous les termes de ces équations, n'étant que des fonc— 
tions de ces rapports, contiendront au numérateur et au déno- 
minateur le même nombre de facteurs provenant de expression 
des quantités en nombres : si donc on chasse les dénominateurs, 
tous les termes auront un même nombre ‘de facteurs marqué par 
leur dénominateur commun. Cette égalité entre les nombres de 
facteurs qui se trouvent dans chaque terme et qui proviennent 
de l’expression en nombres des quartités en question, a recu le 
nom d’'homogénéité : on voit qu'elle existe dans toutes les équa- 
tions que peut fournir une question quelconque sur des quan- 
tités de quelque nature qu’elles soient. De plus, il est clair qu’elle 
se conservera dans tous les calculs qui se déduiront de ces pre- 
mières équations : car les transformations ne feront jamais qu’aug- 
menter ou diminuer également le degré ou le nombre des fac- 
teurs de chaque terme; et d’ailleurs rien n’enipêche de supposer 
que l’on ne passe à l’uftité arbitraire qu’à lafin du calcul, et nous 
venons de voir que ce passage produit toujours l’homogénéité. 

76. Si la question renfermait des quantités d’espèces. diffé- 
rentes , on les SUPPosEr art toutes exprimées en nombres au moyen 
d’une unité de leur espèce respective, et les r aisonnemens précé- 
dens feront voir que F homogénéité aura lieu par rapport à 
chaque espèce en particulier; ’est-à-dire qu’il y aura dans chaque 
terme un nombre égal de facteurs relatifs aux quantités d’une 
même espèce : d’où il suit qu’il faut au moins deux quantités de 
chaque espèce; si la question n’en renfermait qu'une seule , on 
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serait obligé d’en introduire une autre, et pour que l’équation 
fût invariable, il faudrait que cette dernière quantité eût une 
valeur qui s’'annonçât dans le calcul par des propriétés spéciales. 
C'est ce qui a lieu par exemple pour les angles , parce que quel- 
ques-uns ont des propriétés que n’ont pas les autres; mais il n’en 
serait pas de même des lignes , et l’on ne pourrait par conséquent 
proposer de mettre en équation une question où il n’en entrerait 
qu'une seule. 

{1 peut arriver que les quantités d’une même espèce que ren- 
ferme une question se partagent en classes qui ne puissent se 
mêler d’une manière quelconque, et qu’elles n’entrent dans une 
même équation que par leurs rapports avec d’autres de la même 
classe; c’est ce qui arrive, par exemple, dans la Trigonométrie : 
les côtés des triangles ne peuvent se combiner arbitrairement 
qu'entre eux, et toutes les fois qu’on les compare aux lignes tri-- 
gonométriques, il n’entre dans les équations que les rapports de 
ces côtés entre eux et de ces lignes entre elles. Dans tous les cas 
de ce genre il y a homogénéité par rapport à chaque classe, 
puisque tous les termes ne renferment que des rapports de 
quantités d’une même classe, et l’unité peut être prise diffé- 
rente pour chacune. Ainsi on pourra. prendre le rayon pour 
unité des lignes trigonométriques, et toute autre ligne pour 
unité des côtés des triangles. 

77< Si dans une question quelconque on prend une des quan- 
tités données pour unité, les équations homogènes que lon 
pourrait avoir obtenues cessent d’en présenter lapparence, 
parce qu’un des facteurs devenant le nombre 1: on se dispense 
de l'écrire : mais l’homogénéité existe toujours, puisque ce fac- 
teur 1 provient de l’expression d’une quantité en nombre, et 
elle reéparait sous la forme ordinaire dès qu’on passe à une 
unité arbitraire. Rs 
. Quelquefois aussi l’homogénéité peut exister sans être appa- 
rente, quoiqu'on n'ait fait aucune hypothèse particulière sur 
Punité : si Pon considère, par exemple, l'équation du mouve- 
ment uniforme e—vt dans laquelle e désigne un espace , y une 
vitesse , et { un temps, il semble qu’elle a lieu entre trois quan- 
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tités d'espèces différentes; mais y est le rapport de la vitesse du 
mobile proposé à celle d’un autre mobile qui dans unité de 
temps parcourrait l'unité de longueur, et l’on substitue ordi- 
nairement à ce rapport celui des espaces parcourus; alors le 
nombre v représente l’espace parcouru par le mobile pendant 
Punité de temps et rapporté à unité de longueur ; il y a donc 
homogénéité relativement aux espaces. Quant au temps, on 
observera que Pespace v varie en raison inverse de l'unité de 
temps, et que par conséquent il peut être considéré comme le 
quotient d’une quantité indépendante de cette unité par l’ex- 
pression en nombre d’un certain temps déterminé ; l'équation 
est donc encore homogène par rapport au temps. 

Généralement, lorsqu'une équation renfermant plusieurs es— 
pèces de quantités ne paraîtra pas homogène par rapport à 
chacune, on verra que cela tient toujours à ce que les nombres 
relatifs aux quantités d’une espèce dépendront de l'unité d'une 
autre, et pourront être considérés comme les rapports de nom- 
bres indépendans de cette unité à l'expression en nombre d’une 
quantité de la seconde espèce : ce qui mettra en évidence Pho- 
mogénéité. 

Tels sont les principes Bidniontiae de l’homôgénéité dans 


Vapplication du calcul aux grandeurs de toute espèce; on en à 


beaucoup abusé dans les démonstrations qu’on a voulu donner 
à priori d’un grand nombre de principes sur les différentes 
branches des Mathématiques ; mais 1l n'entre pas dans mon 
objet de m’en occuper en ce moment; je n’ai voulu que poser 
les principes et non critiquer les sppieipn qu'on en a pu 
faire. 


LE 





CHAPITRE VI. 


Des Problèmes où l’on fait servir Le calcul à déter- 
mine une f ormule de construction. 


78. Loto a trouvé la formule algébrique qui représente 
une ligne, on peut, au lieu de la valeur numérique, chercher 
un. procédé de construction qui dans tous les cas semblables 
conduise à la détermination de cette ligne. Ce procédé constitue 
ce qu'on peut appeler une formule de construction, et nous 
allons faire conuaitre ce que lon ‘peut établir de général à cet 
égard. | 

Considérons d’abord le cas d’une formule dpt ration- 
nelle, et: commencons par la supposer monome : comme elle 
doit. être homogène, 1l devra y avoir un facteur de plus aû nu- 
mérateur qu’au dénominateur, et elle pourra être mise sous la 
forme FA 


On construira d'abord une quatrième proportionnélle m aux 


ab 
Dies c,a,b, elle représentera — —;onen here une autre 





. #] r d e 
aux lignes e,m,d ,elle représentera X —; et on continuera 
e 


ainsi jusqu’au dernier facteur. 

Si Pon a un polynome rationnel homogène, on le ramènera 
facilement à un monome en mettant en facteurs communs tous 
les facteurs moins un de l’un des termes, et il ne restera plus qu’à 
faire la somme de lignes exprimées par des monomes fraction- 
naires et rentrant dans le cas précédent : ainsi, par exemple, 


“Ca © 


le polynome abc+ def +-shhk se mettrait sous la forme. .. 
def. , ghk HE 

abc + a, ge , on conStruirait les lignes représentées par 
a ; 


F0 def ghk RS : 

es expressions 7, Pr; on les ajouterait à la ligne c, et le 
polynome proposé serait devenu le produit de trois lignes 
connues. 

Lorsque l'expression algébrique d’une ligne sera le quotient 
de deux polynomes raticnnels, on ramènera chacun d'eux à un 
monome et on agira ensuite comme nous lavons indiqué. 

79. Si lhomogénéité n’était pas apparente, on l’établirait en 
introduisant où il serait nécessaire des facteurs ou diviseurs 
égaux à l’unité, parce que nous avons vu que cela ne pouvait 
provenir que de ce que l’on aura pris une des lignes en question 
pour unité, ce qui l'aura fait disparaitre de tous les termes où 
elle entrait, soit comme facteur, soit comme diviseur. 

Mais il y a plus : on peut, sans rien changer au résultat, 
introduire Punité comme facteur ou diviseur, même dans les 
expressions homogènes dont on peut quelquefois faciliter ainsi 
la construction. Car on ne change pas par là la valeur numé- 
rique de lexpression, ni par conséquent la grandeur de la ligne 
correspondante. 

Passons aux expressions radicales. Une racine s’extrayant par 
la division des exposans, le degré d’un terme soumis à un ra- 
dical se trouve divisé par l’indice de ce radical; une ligne sera 
donc construite par un radical du degré m quand la quantité 
qui lui sera soumise sera de ce même degré. Les seules racines 
que lon puisse extraire par des constructions simples sont celles 
dont le degré est une puissance de 2; elles se réduisent alors à 
de simples extractions successives de racines carrées; il suflit 
donc d'indiquer la construction générale de ces dernières. 

Si la quantité dont il faut extraire la racine carrée est du 
second degré, on la ramènera facilement à un monome composé 
de deux facteurs, entre lesquels on cherchera une moyenne pro- 
portionnelle qui sera la ligne demandée. Si le radical affecte une 
expression d’un degré différent du second, on commencéra par 
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la réduire à un monome et rendre son degré divisible par 2 en 
introduisant l'unité comme facteur sil est besoin : puis on par- 
tagera le produit en facteurs du second degré, dont on extraira 
Ja racine comme il vient d’être dit, et le radical sera changé en 
un produit rationnel. On rendra ainsi toute l'expression ration- 
nelle, et on construira ensuite comme nous lavons indiqué 
ci-dessus. 

Au moyen de ces principes on pourra trouver des formules 
générales de construction par la ligne droite et le cercle pour 
tous les problèmes dont la solution analytique conduira à des 
expressions rationnelles ou renfermant seulement des radicaux 
dont Pindice soit une puissance de 2. 





CHAPITRE VIT. 


De la determination des points. : 


80. Fin de problèmes de Géométrie ont pour objet de 
construire des points : pour y appliquer le calcul, il a fallu ra- 
mener la détermination des points à celle de certaines gran- 
deurs : nous allons faire connaître les divers procédés qu’on a pu 
employer à cet eflet. 

On a supposé des objets fixes auxquels on a rapporté tous les 
autres , et lon a pu choisir pour cela des points, des droites ou 
des plans. Si tous les points à considérer sont dans un même 
plan, on y prendra deux points fixes, et tout point se détermi- 
nera par ses distances aux deux premiers, ces données convien- 
dront à deux points diflérens, excepté le cas où la distance des 
centres sera égale à la somme ou à la différence des rayons des deux 
cercles par lesqueis on construit le point : la nature de la question 
déterminera lequel des deux points on doit prendre. On pourra 
encore déterminer les points par leur distance à un point et une 
droite fixe, ce qui se construira par fa rencontre d’une droite et 
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d’un cercle en présentant encore une double solution. On pourra 
aussi les rapporter à deux droites fixes et les déterminer par 
leurs distances à ces droites; ces distances peuvent être dirigées 
sous un angle quelconque avec les premières, mais il est plus 
commode qu’elles leur soient respectivement parallèles: Enfin 
on pourra prendre un point et une droite fixes et déterminer 
tout point par la longueur de la droite qui le joint au premier 
et par son inclinaison sur la droite fixe. Rien n’empêcherait de 
supposer un plus grand nombre de systèmes, mais on s'arrête 
à peu pres exclusivement aux deux derniers comme offrant gé- 
néralement des calculs plus simples, et donnant le moyen d’évi- 
ter lPambiguité des solutions multiples par les signes qui affectent 
les quantités. Ainsi la détermination des points sur un plan se 
ramène à celle de grandeurs, soit linéaires, soit angulaires ; qui 
sont dites les coordonnées du point qu’elles construisent. 

81. Quant aux points situés d’une manière quelconque dans 
VPespace, on leur appliquera des procédés analogues. On les dé- 
terminera par leurs distances à trois points ou à trois droites fixes 
ou à une combinaison quelconque de points et de droites au 
nombre de trois : ils se construiront alors par des rencontres 
de surfaces sphériques ou cylindriques. On peut encore déter- 
miner les péints par leurs distances à trois plans fixes, comptées 
parallèlement aux intersections de ces plans; ou par leurs di- 
stances à un point fixe, et les inclinaisons de ces distances sur 
trois droites fixes menées par le premier point. Enfin, on peut 
prendre un plan fixe, et par un point de ce plan mener une 
droite fixe, puis déterminer les points par leur distance au point 
fixe, par langle qu’elles font avec leur projection sur le plan 
primitif et par Pangle de cette projection avec la droite fixe. On 
pourrait multiplier à Pinfini ces systèmes, mais on wemploie 
ordinairement que les trois derniers, par les raisons que nous 
avons données pour les systèmes relatifs aux points dans un 
même plan. 

Par là tous les problèmes sur la détermination des points 
revenant à des problèmes sur les grandeurs, les calculs de PAI- 
sèbre y deviendront immédiatement applicables. 
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Des lieux géométriques des équations. 


82. Pour qu'un point soit déterminé sur un plan, il faut que 
ses deux coordonnées le soient elles-mêmes; il faut donc qu’on 
ait entre elles deux équations. Chacune de ces équations consi- 
dérée isolément convient à une infinité de points contigus qui 
peuvent former une ligne d’une nature quelconque , et les points 
communs à ces deux lignes sont ceux dont les coordonnées satis- 
font aux deux équations à la fois; ce seront donc les points 
cherchés, s'ils ne sont assujettis qu'aux conditions exprimées 
par ces équations. 

On a nommé leu géométrique d’une équation, l’ensemble de 
tous les points dont les coordonnées satisfont à cette équation : 
on le construirait en faisant passer l’une des variables par toutes 
les valeurs possibles d'une manière continue, et déterminant à 
claque fois la valeur de la seconde et par suite le point corres- 
pondant : on aura ainsi une suite continue de points qui forme- 
ront une ligne finie ou infinie, composée d’une ou de plusieurs 
branches distinctes, suivant la nature de l’équation proposée. 

Les lignes peuvent donc être représentées par des équations, 
et l’on peut faire servir l’'Algèbre à la recherche de leurs pro- 
priétés : il se présente à ce sujet deux problèmes généraux 
inverses l’un de l’autre, et qui comprennent toutes les applica- 
tions de l’Algèbre à la théorie des courbes. Dans l’un on a pour 
objet de déterminer les propriétés géométriques des courbes 
d'apres leur équation; dans l’autre, de trouver leur équation 
d’après une propriété géométrique qui les caractérise exclusi- 
vement : dans le premier on passe de P'Algèbre à la Géométrie; 
dans le second de la Géométrie à Algèbre. 

Si l’on considère les points situés d’une manière quelconque 
dans l’espace, ils seront déterminés par trois coordonnées; il 
faudra donc connaître trois équations entre ces quantités. Cha- 
cune de ces équations conviendra à une infinité de points, et les 
points communs.à ces trois lieux seront les points cherchés, 
puisque leurs coordonnées satisferont à la fois aux trois équa- 
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tions. Ces lieux ne seront plus des lignes, mais des surfaces : car 
si dans une équation à trois variables on donne une valeur à 
Yune d'elles, il restera une équation à deux variables qui , 
d’après les raisonnemens précédens, déterminera une certaine 
ligne : que l’on fasse maintenant passer la première variable par 
toutes les valeurs d’une manière continue, on aura une suite 
mdéfinie de Tignes contiguës dont l'ensemble ne peut former 

qu’une surface. | 
Les surfaces seront donc représentées analytiquement par 
des équations à trois variables; et les lignes pouvant toujours 
ètre considérées comme l'intersection de deux surfaces , se trou- 
veront représentées par deux équations à trois variables : quant 
aux points, nous avons déjà dit qu’ils le seraient par trois équa= 
tions. On pourra donc encore appliquer PAlgèbre à la théorie 
des surfaces et des lignes dans l'espace; et cette application 
conduira de même aux deux problèmes généraux dont nous 
avons déjà parlé au sujet des points sur un plan. Examinons la 


marche qu’il conviendra de suivre dans la résolution de ces 
problèmes. 


Methode pour trouver les équations des lieux 
géométriques. 


83. Pour trouver l’équation d’une ligne ou d’une surface 
«léterminée par des conditions géométriques données, on con- 
sidérera un point quelconque de ce lieu, et on exprimera algé- 
briquement, au moyen de ses coordonnées et d’autres quantités 
connues ou inconnues, toutes les conditions auxquelles ce point 
est assujetti par la question : il en résultera des équations qui 
renfermeront le plus souvent, outre les coordonnées du point du 
lieu , d’autres variables qui en dépendront. Or comme on ne 
cherche qu’une équation où les seules variables soient ces coor- 
données, il faudra, au moyen de ces équations, éliminer toutes 
les variables étrangères, et l'équation à laquelle on parviendra 
sera l'équation cherchée : car elle existera entre les coordonnées 

* d’un point quelconque du lieu proposé, et elle ne conviendra 
G-- 
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qu’à ces points, si les équations employées représentent fidèle- 
ment les conditions géométriques et si le calcul n’a pas intro- 
duit de solutions étrangères. 

Cette méthode est applicable à la fois aux lignes et aux sur- 
“faces. Mais pour ces dernières, quelquefois les données géomé- 
triques font connaître leur génération par lignes et non par 
points : dans ce cas on considérera, non plus xn point général, 
mais une quelconque de ces génératrices; on déterminera ses 
équations ainsi que celles qui exprimeront toutes les conditions 
auxquelles elle est assujettie, et on éliminera de même toutes 
les variables autres que les coordonnées des points de la géné- 
ratrice. On serait bien arrivé au même résultat en considérant 
un point unique; mais ce qu’on aurait voulu exprimer pour ce 
point seulement, on l'aurait exprimé malgré soi pour toute la 
génératrice, et tout se serait passé de la même manière. 

84. Soient pour exemples les deux problèmes suivans où lelieu 
est déterminé dans Île premier par points, et dans le second 
par génératrices. 

Proëzèmr. Trouver le lieu des points à égale distance de 
deux points donnés. 

Soient &,8,7y et æ’, 8", y’ les coordonnées des deux points 
donnés, et x”,y’,2" celles d’un point quelconque du lieu. Si 
Von appelle D et D les distances respectives de ce dernier aux 
deux autres, on aura la condition D = D’. Pour exprimer que 
D et D’ sont les distances des points en question, on aura 


De (a — à) + (y — 2 + (3 — y), 
Da (ae) + (ÿ — 2) + Gr. 
Toutes les conditions étant exprimées, il ne reste plus qu’à 


éliminer les variables D et D”, pour avoir une équation entre 
es coordonnées x, y”, z' seulement. Il vient alors 


ra) HP (a RE), 
gt enfin en réduisant et ordonnant, 


Ha 2)1' + 28 — 8) + av — 92 + w — 27) + (8— 8") 
+ r°)= 0. 
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Cette dernière équation existant entre les coordonnées d’un point 
quelconque du lieu, est l'équation même de ce lieu. 
ProscèMe. Z'rouver le lieu des intersections successives de 
deux plans perpendiculaires entre eux et passant respective 
ment par deux droites données dans l'espace. 
Soient les équations des deux droites données 


TX —=az+a, T=az+a, 


Y—=bi+8, y=br+f#; 
les équations des deux plans seront de la forme 
Az + By + Cz4+D=o, A'x + B'y+Cz+D'—o. 


On exprimera qu’ils passent respectivement par chacune des 
deux droites, au moyen des équations suivantes : 


Aa+Bb+C=o, Aa +BPLC = o, 
Ac + Be LD—o, A x + B8 HD = 0; 


la condition qu’ils soient perpendiculaires entre eux donnera 
AA" + BB + CC = o. 


Ces cinq dernières équations exprimant toutes les conditions 
données, et les équations des deux plans ayant lieu pour tous 
les points de leur droite d’intersection qui est la génératrice 
du lieu proposé, il suffira d'éliminer entre ces sept équations 
les huit variables A, B,C, D, A”, B”, C’, D’, pour avoir une équa- 
tion entre les coordonnées d’un quelconque des points d’une 
quelconque des génératrices , c’est-à-dire l'équation du lieu. 

Il semble d’abord que les sept équations doivent être in- 
suffisantes pour éliminer les huit coefliciens variables; mais on 
observera que ces derniers peuvent être réduits à six en di- 
visant les équations des deux plans par un de leurs coeft- 
ciens. Leur élimination est donc possible de cette manière; 
elle le sera donc aussi sans cette préparation , puisque les équa- 
tions ne seront changées que par Ja simple suppression d’un 
facteur ; et on verra en effet, par le calcul, qu'après lélimi- 

n.. 
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nation de six des cocfficiens, les deux autres disparaîtront 
d'eux-mêmes de léquation finale où ils seront facteurs à tous 

les termes. | vi: 
| Des Solutions étrangères. 


85. De quelque manière que l’on effectue lélimination des 
variables auxiliaires, léquation finale a lieu pour tous les 
points du lieu, si les équations primitives leur convenaient à 
tous ; car toute combinaison d'équations satisfaites le sera aussi 
par les mêmes valeurs. Mais il peut se faire que le résultat 
contienne des solutions étrangères à la question, et cela pourra 
arriver de plusieurs manières. Cela peut tenir d’abord à ce que 
les conditions géométriques n’ont pu être exprimées par des 
équations qui ne s’appliquassent qu’à elles seules, ou à ce que 
Pélimination aura introduit des solutions qui ne se trouvaient 
pes dans les équations primitives; et dans ces deux cas il 
est facile quelquefois d’en débarrasser l'équation finale , comme 
il peut se faire aussi qu’elles y restent sans qu’il ÿ ait aucun 
moyen de les en faire disparaître. 

Lors donc qu'on effectuera quelque élimination, il faudra 
examiner ayec soin si les divers résultats intermédiaires n’ad- 
mettent aucune autre solution que les équations d’où on les 
‘déduit, sil sen trouve et qu'on ne puisse les supprimer , il 
faudra les suivre dans tout le cours du calcul et voir de quelle 
“manière elles modifient l'équation finale. Il peut arriver que 
ces solutions soient susceptibles d’en être extraites, bien qu’elles 
waient pu disparaître des équations préeédentes, et alors elles 
n’aflecteront en rien le résultat cherché ; dans le cas contraire, 
on se bornera à ne tenir aucun compte tant de ces solutions 
que de tout cé qui sy rapportera. Il serait difficile de don- 
‘ner des règles générales sûr ce point, et nous nous bornerons 
‘à quelques exemples quê ‘nous généraliserons autant que 
possible. 

86. Lorsque les points d'un lieu sont déterminés par ‘une 
droite passant par un point constant, il arrive souvent que 
les coordonnées de ce point, satisfont à l'équation finale sans 
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convenir à la question; car alors l'équation de cette droite est 
de la forme Yy—6—A(x—«), 
6 et «# étant les coordonnées du point fixe par lequel elle passe. 
Or, s’il entre dans À comme facteur au premier degré , une 
des quantités à éliminer, son expression sera de la forme 


di. Br En , et reportée dans les autres équations, elle les ren- 
dre nt par y—6, x —4«; parce que. tous les termes au- 
ront pour facteur y — 6 ou x —#, quand on aura chassé les dé- 
nominateurs. Si donc cès équations n’admettaient pas d’abord 
cette solution , elle sera étrangère, et on ne pourra cependant 
se dispenser de Pintroduire. 
87. Plus Ro si une des variables à nee se pré- 


sente sous la parie 2ÈU Ex _ ? SE) 2», les deux fonctions F et F, ne ren- 
? 

fermant aucune autre Le que x, y, il est clair que les équa- 
tions, résultantes de cette substitution, admettront toutes les 
solutions des deux équations F(x,y) =0, F(x, y) =0, qui 
presque toujours seront étrangères à Îa question. Il arrive 
quelquefois qu’elles se suppriment d’elles-mêmes de léqua- 
tion finale; c’est ce qu’on, verra, par exemple, dans le problème 
suivant : 

Prosrèms, Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un foyer de Pellipse sur ses tangentes. Soit léqua- 
tion de Pellipse @?y°+b?x = g°b?. Désignons par x°,7y’ les 
coordonnées d’un quelconque de ses pins , etpar c l’abscisse 
du foyer ; il est facile de voir qu'on aura à éliminer x’ et y'entre 
fes trois équations suivantes , | 


ayy" + bxx = b° 
ay + b2x"2 —— a2b? 4 


ay" 
Le br (x— C 


Or, si lon tire y’ de Ja dernière , on obtient 





Y EX a(a#— 0) 2 ( 
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ét la substituant, les équations résultantes admettront y ou 

z— c,comme facteurs à tous leurs termes ; elles seront donc 
satisfaites par y—=0 et xe=c, ce qui donne le foyer par où 
passent toutes les perpendiculaires ; de plus, il est facile de voix 
que cette solution sera étrangère à la question, car elle ne sa- 
tisfait pas à la première équation. Achevant Le calcul , on trouve 
une équation finale qui peut se mettre sous la forme 


Ly° + (x — 6] (+ — a) —o. 


Or, le facteur y* + (x —c}* étant égalé à o, donne préci- 
sément le foyer pour unique solution. Le supprimant donc, il 
reste pour le lieu cherché l’équation ÿ* + 1*—4 —=0o, qui 
détermine le cercle décrit sur le grand axe. 

88. Voici maintenant un exemple du cas où la solution 
étrangère ne saurait disparaître du résultat : 

Proscime Trouver le lieu des points obtenus en prolon- 
geant d'une quantité constante les rayons menés d'un poiné 

Jixe à une droite donnée. 

En prenant le point fixe pour origine, et désignant par a et b 
la distance du point à la droite donnée et la quantité constante 
dont on prolonge les rayons, une simple proportion conduit à 
l'équation suivante entre les coordonnées du lieu, 


by 
Vy +2 
Chassant le dénominateur , on a la solution y—=0, x =0o, qui 
est évidemment étrangère, et ne peut cependant être supprimée 
de l'équation. 
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CHAPITRE VU. 


Sur la discussion des Equations des lieux plans. 


89. Quaxo on veut discuter le lieu plan d’une équation à 
deux variables et que cette équation peut être résolue par rap- 
port à l’une d'elles, on donne successivement à l’autre toutes 
les valeurs depuis o jusqu'à Æ ©, et on voit quelles valeurs 
correspondent à chaque fois pour la première variable. On peut 
s'assurer par là si le lieu est fini ou infini, continu ou com- 
posé de plusieurs branches séparées, si les points vont en s’é- 
loignant ou en s’approchant des axes des coordonnées, et l’on 
suivra ainsi d’une manière approximative le cours général de: 
la courbe. Mais lorsqu'on en voudra connaître la nature d’une 
manière plus approfondie , il faudra pouvoir déterminer 
en chaque point quelle est la direction de son cours, de 
quel côté elle tend à s'infléchir, de quelle manière varie sa 
courbure , etc., etc., et beaucoup d’autres propriétés qui concowu- 
rent à donner une idée nette de son étendue et de sa forme. 
Nous allons examiner les principales d’entre elles et indiquer 
les moyens généraux de les découvrir. 


Des droites T'angentes et des Normales. 


90. On appelle fangente en un point d’une courbe, la li- 
mite vers laquelle tend une sécante qui tourne autour de ce 
point, et dont un des autres points d’intersection avec la 
courbe se rapproche indéfiniment de ce premier point. 

En considérant la courbe comme limite d’un polygone rec- 
tiligne inscrit et dont les eôtés décroissent indéfiniment , on 
voit que la tangente en un point est la limite de la direction 
d’un des côtés ou élémens du polygone; et c'est ce que l’on 
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exprime en disant que la tangente indique la direction de l'élé- 
ment de la courbe au point de contact. 

91. Pour déterminer l’équation de la tangente en un point 
donné, il suffira , d’après ce que nous venons de dire, de cal- 
culer l'angle que tend à faire avec l'axe des x la sécante me- 
née par ce point, et.dont la corde interceptée tend à devenir 
nulle. Soient done x’, y’ les coordonnées du point donné’, . 
et F(x, y) —o l’équation de la courbe ; la sécante aura une 
équation de la forme y — y = m(x— x), et il ne s'agit 
plus que de déterminer la limite de m. 

Concevons pour cela qu'on transporte l’origine au point x’,y", 
l'équation de la courbe deviendra 


F(x'+ x, y + y) 10) 

ou en développant comme nous avons vu (n° 39), 
O—F(2",y")}+F(x")x+F(y")y HA x + Bry+Cy +Dy +. ….., 
équation qui se réduit à la suivante, puisque F(x',y'}est nul, 
vuj que le point donné est sur la courbe 

0 = E(x'")x + F(y')y + Az? +... 
L’équation de la sécante, devient y = mx, et pour avoir ses 
intersections avec la courbe, il faut chercher les solutions 
communes à leurs équations. Reportant donc dans la première 


la valeur dy tirée de la seconde, on aura pour déterminer 
les abscisses des points de rencontre, 


o= F'(x')x + F(y')mx + Az? + Bmx? + Cm°x+...….; 


équation qui donne d’abord x — 0, ce qui devait être:, puisque 
l’origine est sur la courbe : supprimant le facteur x, il vient 


o= F'(x) +mE "(y)}+ Ax + Bmx +... 
Or. pour qu’un second point de rencontre vienne se réunir à 
l'origine, il faut que cette équation ait une seconde solution 
nulle, ce qui donne la condition 
F2) + mE"(y) = 0; 
d’où Pon déduira la valeur de m lorsque la sécante se réduit 


8 
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à la tangente : cette valeur est m —— F(y FC)? la reportant 





dans Péquation générale de la droite qui passe parle point 


x', y’, on aura pour l'équation de la tangente 
ÿ Hi(r 
Y—ÿ =— a. x == x"). 

92. On appelle normale la perpendiculaire à a tangente 
menée au point de contact; son équation se déduira donc 
facilement de la précédente d’après la condition connue qui 
exprime que deux droites sont perpendiculaires entre elles : 
cette équation sera, si l’on suppose les coordonnées rectan- 
gulaires, 


Si les axes font entre eux un angle quelconque 0, léqua- 
tion de la normale deviendra 
YO CE ) cos 6 ; 
TI Fr) () 008 8 TT) 


93. ProBrème. Trouver l'équation d'une tangente ou Jun 
normale menée par un point non situé sur la Sr 

Soient &, 8 les covrdonnées du point par lequel on veut 
mener la tangente;. désignons par x”, y’ celles du point de 
contact, on aura d’abord F(x’, y) = o. 

L’équation de la tangente sera de la forme 

3—Y= — FA — x); 

on exprimera qu’elle passe par le point &, 8 au moyen de 
Péquation 

(x!) 


free Y = — F{y) (a — x); 


qui, jointe à F(x’,y")—0, déterminera les coordonnées x’,y’ 
des points de contact. Le nombre des tangentes sera égal à 
celui des solutions réelles du système de ces deux équations. : 
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Les points de contact pourront être déterminés géométrique- 
ment pamdintersection de la courbe donnée, avec celle que re- 
Mo à Ce (a— x), dans la- 
quelle on traiterait x’ et y’ comme variables. 

Dans le cas des courbes du second degré, cette dernière 
équation se réduit à celle d’une ligne droite, et fournit une 
construction très simple du problème. 

On ferait des calculs du même genre pour la normale. 

94. Prosrème. Z'rouver l'équation d'une tangente ou d’une 
normale purallèle à une ligne donnée. 


Soit y — mx l'équation de la droite Hans. il faudra , pour 


_ présenterait l'équation 6 — ÿ —— 


PR CT ° : 
la tangente cherchée, que lon ait —— —# e ND ue équation qui, 
jointe à F(x”, y} — 0, déterminera les points de contact. Le 
problème pourra encore se construire par lintersection de 


la courbe donnée, et de celle que représenterait l’équation 


= (A) 
F(y) 


Cette dernivre se réduira encore à une droite , dans le cas 
des courbes du second degré. 

S'il s'agissait d’une normale on aurait à résoudre les deux 
équations 


== Hi, 


F(x',y)=0, 


On peut par là déterminer les limites de la courbe dans le 
sens des x ou des y ; il suffit de chercher les points où la tan- 
gente est parallèle à lun ou Pautre des axes. Il faut en excepter 
le cas particulier où la courbe aurait en ces points, ce qu’on 
nomme une znflexion , C'est-à-dire un changement de sens dans 
sa courbure; alors elle traverse la tangente au point de contact, 
et la limite dont nous parlons n'existe plus. 

95. Prosrème. Trouver l'expression générale des sous-tan- 
genies ei sous-normales. 
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On appelle ainsi les parties de laxe des x comprises entre 
le pied de ordonnée du point de contact, et les points où laxe 
des x est coupé par la tangente et la normale. | 

Cela posé : soient x”, y’, les coordonnées du point de con- 
tact M (Jig. 9); TP et PN seront respectivement la sous-tan- 
gente et la sous-normale. Or , par la propriété du triangle rec- 
tangle , on aura TP — ÿ’tang TMP et PN — y" tang PMN, ou 
en remettant les valeurs de ces tangentes 
| El 

F"(y") 

Voyons ce que deviendront ces formules quand les axes des 
coordonnées feront entre eux un angle #, différent de l’angle 
droit. Si l’on désigne par « l’angle de la tangente avec l'axe des x, 
on aura TP par la proportion TP : y 2: sin (0— x) : sin; 


7 uen A Ne AI PN — 


TP — y'sin(8—«) sin & F'(x7) 


sin « 





d’où 


r, = — TS 
?  sin(é—«) F5) 
On aura donc pour la sous-tangente, la même formule 


TP — — Y'E"( y”) 


nr PAT 
Pour déterminer la sous-normale , on aura la proportion 


PN : y’ :: sin PMN : sin MNP :: cos (8— «) : cos +; 





pCOS(B— à) _ , |, F'(x')—F(y')cos0 
cosæ E"(x°) cos —F(y) 


On peut encore tirer immédiatement les formules prévé- 
dentes des équations mêmes des tangentes et normales , en cher- 
chant la valeur de &æ— x’ correspondante à y —0. Ce moyen 
est le plus simple et le plus analytique, et je n’ai présenté le 
précédent que pour offrir une application des transformations 
trigonométriques. 


d'où PN—y 





Du centre des courbes. 


96. On appelle centre un point tel que toute sécante qui 


& 


% Cor. 

y Passe a ses points de rencontre avec la courbe situés deux à 
deux à égale distance de ce point. D’où il résulte d’abord que 
quand des courbes de degré impair auront un centre, il sera 
sur la courbe même, puisque les sécantes donneront généra- 
lement un nombre impair de rencontres; dans les courbes de 
degré pair, au contraire, il sera hors de la courbe, à moins 
que dans ses diverses sinuosités elle n’y vienne passer un 
nombre pair de fois. 

Une remarque importante à faire, c’est qu’une courbe ne 
peut avoir qu’un seul centre , ou qu’elle en a une infinité. Soient 
en eflet À, A" (fis. 3) deux centres d’une même courbe, et M 
un quelconque de ses points. Si l’on mène la droite MA et qu’on 
la prolonge d’une quantité égale en M', ce point appartiendra 
encore à la courbe, puisque A en est un centre. Si de même on 
joint MA”, M'À’, et qu’on les prolonge de quantités respecti- 
vement égales en N,N’, la droite NN’ sera parallèle à MM” 
et coupera AZ en un point A” tel que A’A”Ee= AA"; de plus 
on aura A’N— A"N’, puisque MA— M'A; d’où il suit que 
le point A” sera encore tel, qu’une sécante dans une direc- 
tion quelconque aura ses points d’intersection situés deux 
à deux à égale distance de ce point; il sera donc encore un 
centre de la courbe. Semblablement les deux centres A’, A” 
en détermineraient un troisième à la même distance de A" et 
en ligne droite avec les trois premiers; et ainsi de suite indé- 
finiment des deux côtés du point À; car on peut faire à gauche 
ce que l’on vient de faire à droite : d’où il suit que si une 
courbe a deux centres, elle en a nécessairement une infinité 
en ligne droite avec les deux premiers et distribués tous à égale 
distance dans les deux sens indéfinis de cette droite. 

Il est facile de juger que si tous les points de la courbe se: 
transportaient parallèlement à la ligne des centres d’une quan- 
tité égale à AA”, ils viendraient coincider avec d’autres points: 
de la courbe. D'où il suit qu’une pareille courbe coïncide 
toujours avec elle-même, quand on la transporte parallèlement 
à la ligne des centres et d’une quantité égale à un nombre 
pair de fois la distance de deux centres. Si cette dernière 
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distance était nulle, tous les points de la droite seraient des 
centres, et quelque mouvement qu'on donnât à la courbe pa- 
ralièlement à cette ligne, elle coinciderait toujours avec elle- 
même; ce qui ne peut convenir qu'à un système de droites 
parallèles à la ligne des centres. 

97. Il Métrilte encore de ce qui précède , qu une courbe 
dont Péquation est algébrique ne peut jamais avoir qu’un seul 
centre; car, si elle en avait deux , toutes les lignes paral- 
lèles à la droite qui les joindrait, rencontreraient la courbe 
en un nombre infini de points, ce qui est impossible. IL faut 
toulefois en excepter le cas où l’équation représenterait un 
système de droites parallèles. 

98. Cela posé, voyons comment, étant donnée Péquation 
d’une courbe, on pourra déterminer les coordonnées de son 
centre, ou s'assurer qu’elle n’en a pas. Or, d'apres la défini- 
tion que nous avons donnée du centre, il est clair que si on 
le choisit pour origine et que x, y désignent les coordonnées 
d’un point quelconque de la courbe, — x et — y seront encore 
celles d’un autre de ses points; il faut donc, dans ce cas, 
que l’équation ne change pas quand x et y changent en même 
temps de signe; ce qui nécessite que tous les termes soient de 
degré pair, par rapport aux deux variables, ou bien tous de de- 
gré impair ; parce qu’alors ils resteront les mêmes, ou changeront 
de signe à la fois, et l'équation restera la même. Réciproquement, 
Vune ou l’autre de ces circonstances est évidemment suffisante. 
_ D'où il résulte que pour trouver le centre d’une courbe 
donnée par son équation, il faut, après s'être assuré qu'il 
n’est pas à l’origine même, transporter celle-ci en un point 
quelconque du plan, et voir si lon peut déterminer les coor- 
données de ce point de manière qu’il ne reste dans l'équation 
aucun terme de degré impair si la courbe est de degré pair, 
et aucun terme de degré pair si la courbe est de degré im- 
pair : car on sait que dans cette transformation les termes du 
plus fort degré ne peuvent disparaitre et restent tels qu'ils 
étaient. On obtiendra ainsi un certain nombre d’équations où 
il n’y aura diiconnues que les coordonnées de l'origine, et 
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si elles peuvent être toutes satisfaites en même temps, [a 
courbe aura un centre qui sera la nouvelle origine. 

Quand la courbe est de degré impair , le terme indépen- 
dant dx et d’y disparaissant quand on la rapporte à son centre, 
on voit se vérifier ce que nous avions déjà démontré & priort, 
savoir , que le centre se trouvera sur la courbe même. 

Le centre des courbes algébriques est donc toujours facile à dé- 
terminer, et l’on verra, en prenant une équation générale, qu’il 
sufhira de résoudre deux équations du premier degré; d’où l’on 
conclura encore qu’il n’y aura qu'un seul centre si ces équa- 
tions ne sont pas indéterminées. Dans le cas où elles le seraient, 
ainsi que toutes les autres équations de condition , il suffirait 
alors que la première fût satisfaite pour que toutes le fussent , 
et comme elle est du premier degré, elle construit une droite 
dont tous les points seront des centres; ce qui ne conviendra, 
comme nous l'avons déjà dit, qu’à un système de droites pa- 
rallèles. : 

Lorsqu'on aura à discuter une courbe à centre, il sera 
généralement avantageux de prendre ce point pour origine, 
tant à cause des termes qui manqueront nécessairement dans 
l'équation, que pour toutes les autres simplifications qu'in- 
troduira la symétrie de la courbe par rapport à ce point. 


Des Diametres des Courbes. 


99. , On nomme diamètre d’une courbe, le lieu des milieux 
d’un système de cordes parallèles : ce lieu peut-être une courbe 
d’un degré quelconque, qui se trouvera déterminée par celui 
de la proposée. 

. Soit F(x, y) —0o, l'équation d’une courbe donnée , et soit 
proposé de trouver léquation du diamètre des cordes paral- 
lèles à la droite y = mx. 

Désignons par x” , y’, les coordonnées du milieu d’une quel- 
conque de ces cordes, et concevons qu'on y transporte l’ori- 
gine; l'équation de la courbe deviendra F(x +x',y+%)=0o, 
et celle de la sécante sera y —mx. Pour que l’origine soit au 
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milieu d’une des cordes produites par cette sécante, il est né- 
cessaire et suffisant que l'équation en x résultanteide lélimina- 
tion d'y entre l'équation de la courbe et celle de la sécante, 
ait deux racines égales et de signes contraires. Cette équation 
sera F(x + x", mx + y") —0, et la condition dont nous venons 
de parler , sexprimera par une équation entre ses coefficiens. 
Cette dernière ne contenant de variables que x’ et y”, sera l’é- 
quation du lieu de tous les milieux des cordes parallèles à la 
direction donnée. 

100. En appliquant cette méthode à‘ l'équation générale du 
second degré 


ay® +bxy +cx° + dy+er+f—=o, 
ôn trouve pour l'équation finale en x 
ame + y} +b(x+ x)(nx +3) +c(x + x) 
+ démx+y)+e(x + x)+f—=o. 


Or, pour qu’elle ait deux racines égales, et de signes con- 
traires, il faut que le terme du premier degré disparaisse, ce 
qui donne 


(2am + b) y" + (bm + 2c)x'+dm+e—=o. 


Cette équation étant du premier degré, apprend que tous les 
diamètres des courbes du second degré, sont des lignes droites. 
En l’ordonnant par rapport à m, elle devient - 


m(2ay" + bx’ + d) + 2cx' + by Le—o, 


et sera satisfaite, quel que soit m , par les valeurs de ‘et y’, qui 
satisferont aux deux conditions 


2ay +bx + d=o, D M RE. 


Or, ces équations sont précisément celles qui déterminent 
les coordonnées du centre de la courbe; d’où il suit que tous 
ses diamètres passent par le centre, et par conséquent devien- 
nent parallèles , quand ce centre s'éloigne à l'infini. 
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3101. Ayant l'équation générale des diamètres d’une courbe 
en fonction de la quantité m, qui détermine la direction des 
cordes, on trouvcra les diamètres rectilignes, s’il en existe, 
en cherchant quelles sont les valeurs de m qui introduiront 
dans cette équation des facteurs rationnels du premier degré 
en æ, y : de plus, on verra sans peine si parmi ces diamètres 
il y en a qui soient perpendiculaires sur leurs cordes; auquel 
cas on leur donne le nom particulier d’axes. | 


Des Asymptotes. 


102. Une ligne d’une nature quelconque, est dite asymptote 
d’une courbe, lorsqu’à partir d’un de ses points, elle sappro- 
che indéfiniment de cette courbe, sans jamais la rencontrer, 
quelque loin qu’on les suppose prolongées Pune et l'autre. 

Les asymptotes rectilignes, les seules dont nous nous occu- 
perops ici, peuvent encore être considérées comme les limites 
des tangentes, dont le point de contact s’éloignerait à Pinfini ; 
et plus généralement encore comme les limites des sécantes 
dont la corde interceptée s’éloignerait indéfiniment sur la 
courbe, en restant d’une grandeur constante , ou variant d’une 
manière quelconque entre des limites finies. Soit en effet l’a- 
symptote UV, et MN la corde interceptée ; les deux points M 
et N allant en s’éloignant indéfiniment sur la courbe, leurs 
distances à UV ont pour limite zéro , et par conséquent lasymp- 
tote est la limite de la sécante. De plus, il est évident que cela 
ayant lieu , quelque rapprochés que soient les deux points M 
et N, il en sera de même quand ils coincideront , et Pasymp- 
tote sera encore la limite des tangentes, dont le point de con- 
tact s’éloignera à Pinfini. 

103. Proscème. Trouver les asymptotes parallèles aux axes 
des coordonnées. Pour qu’il y ait une asymptote parallèle à axe 
des x, il faut que la valeur d'y tende vers une quantité finie, 
lorsque x tend vers l'infini, et réciproquement cette condition 
est suffisante. On n’aura donc qu’à diviser les deux membres 
de l'équation par la plus forte puissance dx qui s’y trouve , et 


_. 
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‘voir si l'équation à laquelle elle tend à se réduire quand x 
tend vers l'infini, peut être satisfaite par des valeurs réelles et 
finies d’y. Soient a, b, c... ces valeurs , les asymptotes paral- 
lèles à l'axe des x auront respectivement pour-équations 
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Si au contraire l'équation résultante en y n’avait pas de valeurs 
réelles et finies, il n’y aurait évidemment aucune asymptote 
parallele à l'axe des x. 

On peut observer qu’une des conditions pour que cette équa-: 
tion soit possible , c’est que le plus fort exposant de x soit 
moindre que le degré de l'équation proposée, sans quoi quand 
on ferait tendre x vers l'infini après la division , tous les termes 
qui le contiendraient en dénominateur convergeraicent vers 
zéro si y tendait vers une valeur finie, et il ne resterait que le” 
coefficient du premier terme en x, lequel devrait tendre vers 
zéro, ce qui ést absurde. La même chose aurait lieu si le terme 
du plus fort degré en x était unique et avait un coefficient indé- 
pendant d'y. D'où il suit que dans l’un et Pautre cas, y ne sau- 
rait tendre vers une quantité finie quand x devient infini, et 
que par conséquent il n’y aura pas d’asymptotes parallèles à 
l'axe des x. À 

On ferait les mêmes raisonnemens pour l'axe des Y: 

104. Appliquons cette méthode à l'équation, du second de- 
gré; et comme il n’y aurait pas lieu à chercher les asyÿmptotes 
parallèles à l'axe des x si le terme du second degré en x sy 
trouvait, supposons-lui la forme 


ay + bxy + cy +dr +e—o. 
VE NET At Veyr C e 
Divisant par x, il vient SE OR HAE Ep) 


équation qui est satisfaite quand x tend vers l’infini et y ver 


k valeur finie qui donne by + d—0; il y a donc une asymp- 
r 5 d F A sé 
tote ayant pour équation y =— 2° excepté le cas où b—0o. 


Semblablement, si le terme en y* manquait, on trouverait 


7 
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une asymplote parallele à Paxe des y et ayant pour équation 


‘a; a ! J s 
æ—=— 7, à moins encore que lon eût b—o. 


Or on sait que quand le rectangle xy se trouve dans l’équa- 
tion et que l’un des carrés 2° où y* manque, la courbe est 
nécessairement une hyperbole : d'où il suit que lPhyperbole est 
la seule courbe du second degré qui puisse avoir des asymptotes 
parallèles aux axes des coordonnées; et comme ces axes peuvent 
prendre toutes les directions possibles , les courbes du second 
degré autres que l’hyperbole ne pourront avoir aucune asymp- 
tote rectiligne. 

105. Proscème. Trouver les asymplotes non parallèles aux 
axes. Il suffira pour cela de changer la direction de Paxe des x, et 
de déterminer toutes les inelinaisons sous lesquelles il devient 
parallèle à quelque asymptote. En supposant donc les premiers 
axes rectangulaires, on fera 


mx" cos fel = x sin æ+ y", 


et on cherchera les valeurs d’« pour lesquelles Péquation résul- 
tante donnera des asymptotes parallèles à l'axe des x’. Soient 
y =a,y —=b,.... les équations de ces asymptotes ; on repas- 
sera au premier système en remplaçant y’ par sa valeur en x 
et y, qui est y—x tang a, et on remplacera & par les valeurs 
respectives que lôh aura déterminées. 
Soit, pour exemple, l'équation 
ay* + bxy + cx° + dy+ex+f—=o; 
elle devient par la substitution des valeurs de x et y, 
Qi) Lo ox" y' sin a+ x'* sin’) + bx’ cose( y’ + x' sin &) 
Aer + cx'% cos* & + d{y' 4x" sine) + ex" cosæ+f—0. 
Or, pour qu'il y ait une asymptote parallèle à l’axe des x’, il 
faut que le terme du secord degré en x’ disparaisse; ce qui 
donne a sin « +- b sin & cos à + c cos & — 0, 
d’où a tang” « + btanga+c—=o; 
— bEYV D Lac 


on tire de R tang «a — 
2a 
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Divisant maintenant l'équation (1) par x’, puis faisant x’ infini» 
il vient y(2a sin & + b cos æ) + d sin à + e cos # = 0 , d’où 


À dsinæ+ecosa d'tang « + e 
Y TT oasme +bcoss 2atange +b 





Remplaçant y” par sa valeur en x et y, cette équation devient 


a fr dtanga +e 
Ÿ TT a tang « + b? 
et remettant enfin au lieu de tang« chacune des valeurs trou- 


vées précédemment, on aura les équations des deux asymptotes 
qui seront 


se" ee Mo dugz robdennas (5 


pd 2a 2 VE— hge 


On voit que si b— 4ac est négatif, tang # est imaginaire ; 
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si b— 4ac = 0, tang « devient AU et le dénominateur 


°a tang « + b devient nul : il ne peut donc y avoir d’asymp- 
totes que quand on a b— ac >o, ce qui n’a lieu que pour 


lhyperbole. 
De la Concavité, de la Convexite et des Inflexions. 


106. Soit M (fig. 5) un point quelconque d’une courbe, et 
UV une droite dans le même plan; on dit que la courbe est con- 
vexe vere UV au point M lorsqu'à partir de ce point elle com- 
mence par s'éloigner plus de UV dans lun et Pautre sens que 
ne s’en éloigne la tangente au même point M; on la dit concave 
dans le cas contraire. D’où Fon voit que si des deux côtés de la: 
projection P de M sur UV et entre certaines limites on élevait 
des perpendiculaires à UV, elles rencontreraient fa tangente 
avant la courbe dans le cas de la convexité, et après, dans le cas 
de la concavité. | 

Nous nous bornerons à considérer la concavité ou la convexité 
des courbes vers laxe des x; cela sera suffisant pour déterminer 
le sens dans lequel la courbe s’infléchit, et d’ailleurs la méthode 


que 
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que nous indiquerons s’étendra facilement à des droites quel- 
conques. f | + 209 
Soit donc y —(x) l'équation d’une courbe, et x”, y’ les coor- 
données d’un quelconque de ses points; léquation de la tan- 
: ‘4 RASE / LEE 
gente en ce point sera y —y —@g(x) X(x—x), 
faisant x—x" +, on aura pour la tangente y—y" = @'(x")h» 


et pour la courbe 


3—y = +) 0(x) = (x) + ex) 





h2 PA 
ren drete. 


L’accroissement de l’ordonnée sera donc plus grand pour la 


courbe que pour la tangente, quel que soit le signe de k, si l’on 


a g'(x") >> 0; car on peut toujours supposer À assez petit pour 
2 





que le terme g"(x") sn Pemporte sur tous les suivans. L’inverse 


aura lieu si l’on a ®"(x”) € o. Si donc l’ordonnée g(x’)} est posi- 
tive, les points de la courbe seront plus éloignés de laxe des x 
que ceux de la tangente dans le cas où l’on aura @" (x) > 0, et 
la courbe sera convexe vers l’axe des x : ils en seront au con- 
traire moins éloignés dans le cas de g"(x") < 0, et il y aura 
_ alors concavité. Mais si ordonnée g(x") était négative, les points 
seraient d'autant plus près de axe des x , que les accroiïssemens 
de leurs ordonnées seraient plus grands, et alors la concavité 
correspondrait à g'(x") > 0, et la convexité à g"(x’) <o. 

Lorsqu’en un point d’une courbe la convexité se change en 
concavité ou réciproquement, on dit qu'il y a inflexion. Or, 
dans ce cas, il faut que la fonction @"(x) passe du positif au 
négatif ou réciproquement, et comme ce passage ne peut se 
faire que par zéro ou l'infini, il faudra que pour le point inter- 
médiaire on ait @g"(x) — 0 ou.g'(x) — 0, équations qui déter- 
mineront tous les points d’inflexion de Îa courbe. 

Nous avons supposé l’équation de la courbe résolue par rap- 
port à y; mais comme nous avons fait connaître les moyens 
d'obtenir les dérivées successives d'y jpar rapport à x, d’après 
une équation quelconque F(x, y) =0, les considérations pré- 
cédentes pourront être appliquées à toutes les équations. 
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+ De la Similitude des Courbes. 


107. Nous allons nous proposer de trouver l'équation géné- 
rale des courbes semblables à une courbe donnée. Rien ne sera 
plus facile ensuite que de reconnaître si deux courbes sont sem- 
blables : il suffira de voir sil est possible de ramener l'équation 
de l’une d'elles à être comprise dans la formule générale des 
courbes semblables à l’autre. 

Soit done une équation de courbe F(x, y) =. 

Nous pouvons prendre un point quelconque pour centre de 
similitude, et nous choisirons pour plus de simplicité lorigine 
des coordonnées. Soit m le rapport de similitude; désignews 
par x, y les coordonnées d’un point quelconque de la courbe 
donnée, et par x”, y’ celles du point correspondant de la courbe 
semblable; on aura, à cause de la similitude, 

f (4 

L=m et = m. 

x 
Eliminant x et y entre ces deux équations et celle de la courbe 
F(x,y)=0, on aura léquation de toutes les courbes semblables 
à celle-ci, et placées de manière que les lignes homologues 
soient parallèles et que le centre de similitude soit l’origine. 
Ces conditions ne restreignant que la position et non la forme 
des courbes semblables, on est sûr qu’elles se trouveront toutes 
comprises dans cette formule générale, qui sera 


; : € 
F(= , ) fe 
m° m 
Appliquons ce résultat à l’ellipse. Rien n'empêche de la sup- 
poser rapportée à ses axes, et son équation sera alors... f 
ay" + b°x? — a°b*; celle des courbes semblables sera donc 


2 


a°y? his b 
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. ae ah ..ou ,a°ÿ°,4 b°x° — «b°m: 


ce qui donne une nouvelle ellipse dont les axes sont 24m , 9bm; 
on voit que leur rapport est le même que dans la première, et 
qu’ils peuvent passer par toutes les grandeurs, à cause de Pin- 
déterminée m. Les courbés semblables à une ellipse donnée sont 


(ro) 
donc toutes les ellipses dont le rapport des axes est lé même que 
‘dans celle-ci. 
Soit encore l'équation générale des paraboles y" = pa”. 
L'équation générale des couibes semblables sera 
UL ue 
ee sp F Qu y MER Tan 

Or le coefficient pk"—* pouvant passer par toutes les valeurs 
depuis zéro jusqu'à l'infini, on voit que les courbes semblables ” 
à la première sont toutes celles dont l'équation est de mème 
forme. D'où il résulte, comme cas particulier, que toutes les 
paraboles du second degré sont semblables. 

Prenons pour dernier exemple l'équation générale des hyper- 
boles x"y" —p; celle des courbes semblables sera x"y"=ph"+?, 
ce qui donne encore toutes les courbes comprises dans la même 
équation. Mais il ne faut pas croire pour cela que toutes les 
hyperboles du même degré soient semblables; il se trouve ici 
une condition de plus, savoir, que les asymptotes sont les axes 
des coordonnées : d’où il suit que les hyperboles d’un même 
degré ne sont semblables que lorsque Fangle de leurs asymp- 
totes est le même. 

108. Si l’origine n’était pas le centre de similitude et que les 
courbes eussent leurs lignes homologues parallèles, on pourrait 
ramener ce cas au précédent en transportant la seconde paralle- 
lement à elle-même, Soient æ,6 les coordonnées du point qui 
dans ce mouvement viendra coincider avec Porigine; la seconde 
courbe, rapportée à ce point et à des axes parallèles aux pre- 
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miers, aura une équation de la forme F(= 5 L)=0, si la 
m 


- première est F(x, y) —o. 
Repassant au premier système, cette équation deviendra 


p(Ee, I — 0. 


1 42 





Cette formule donne toutes les courbes semblables à la pro- 


posée, et dont le point por à lorigme! a ponr/éoor 
données x et 6. 
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‘_10g. Supposons enfin que les courbes ne soient pas placées 
de manière que les lignes homologues soient parallèles. Soit @ 
Pangle que fait avec l'axe des x la ligne homologue de la se- 
conde courbe, et &, 6 les coordonnées du point homologue à 
l'origine ; si l’on transporte, pour cette courbe seulement, Pori- 
gine au point #, 6, et qu’on prenne un système d’axes faisant 
entre eux le même angle que les premiers et inclinés sur eux 
de l’angle.g, l'équation de la seconde courbe devra encore être 
! , 

FE, 2)= 0, si la première est F(x, y) —=0. 

m° m 

Les équations de transformation seront, en supposant les 
coordonnées rectangulaires, 


m—a—+axcosp—7y'sing, y—=6+H+x sin + y cos @. 
(1 480 4 y . ie 
D’où l’on tire{® —(y—6)sinp +(tz—«)cos?, 


Y'=(y—$)cosp —(x—c) sin ® ; 


’ 


/ 
dansF(= , Y\— | ur lé 
reportant ces valeurs dans F(— , = )=0 , on aura pour l’équa- 
n 


tion générale des courbes semblables à la proposée et situées 
d’une manière quelconque dans un plan 


F {( y—C}sing +(x—a)cosp  (y—6)cosp—(r2)sinp } ing 
A nn ne TETE CO NE 


Nous ne pousserons pas plus loin la recherche des propriétés 
des courbes. Celles que nous avons fait connaitre sufliront pour 
les discuter d’une manière assez complète. Quant aux surfaces, 
nous ne pourrions, sans sortir des bornes que nous nous sommes 
prescrites , en exposer la théorie générale : nous nous conten- 
terons den offrir des applications à un assez grand nombre 
de problèmes, et nous renverrons les élèves aux Traités de 
MM. Monge , Lagrange et Lacroix. 

Nous terminerons ici les considérations générales que nous 
avons cru devoir présenter avant les applications particulières ; 
nous allons maintenant passer à la seconde partie qui renfer- 
mera les problèmes et les exercices qui nous ont paru Îles plus 
propres à faire bien concevoir Pesprit des théories: 


» 





EXERCICES 


SUR 


LA SOLUTION DES PROBLÈMES. 


110. rss On donne trois mélanges composés de trois 
substances différentes , et on demande ce qu'il faut prendre de 
chacun pour former un nouveau mélange où ces substances se 
trouvent dans des rapports donnés. 

Soient a , b, c les nombres qui indiquent combien 1l y a de 
. fois les quantités connues A, B, C de ces trois substances dans 
le premier mélange; d, e, f dans le second; g,h, k dans le 
troisième ; et /,m, n ce qu’il doit y avoir de chaque substance 
dans une quantité du mélange cherché marquée par 24 m4. 
Les quatre mélanges seront représentés par 


aA+bB+cC, dA+eB+fC, gAHABLRC, [AmB—+nC. 


Soient x, y, 2 les nombres par lesquels il faut multiplier les 
trois mélanges pour former le quatrième, on aura 


aAx + bBr + cCx + dAy + eBy + fCy +8 o Az + hBz 
+ RCz = [A  mB + nC. 


Egalant les parties des mêmes substances respectives, il vient 
ax+dy+gz=l, bx+ey+hz=m, cx+fy+#kz=n. 


e , - \ A 
Equations que lon résoudra d’après les règles connues. 
111. Prorème. Etant donnés les prix et les proportions de 
trois mélanges, trouver les prix de chaque substance. 
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Soient p, q, r les prix respectifs des mélanges donnés 
aA+bB+cC, dA+eB+fC, gA+hB+RKC, 


et x, y, z les prix respectifs de À, B,C; on aura les trois 
équations suivantes : 


ax4-by+cz=p, dxtey+f1=q, gx+hy+kz=r. 


112. Prosrème. On donne trois prés dont les surfaces res- 
pectives sont b,e, 8, où l'herbe est d'évale hauteur, et croît 
d'un même mouvement uniforme. Le premier est épuisé par un 
nombre a de bœufs dans le temps c; le second par un nombre d 
de bœufs dans le temps f : on demande combien le troisième 
pré pourra nourrir de bœufs pendant le temps h. 

Désignons par m la hauteur primitive de Pherbe, par v la 
quantité dont elle,croit dans l'unité de temps, par #’ la quan- 
tité d’herbe mangée par chaque bœuf dans la même unité de 
temps, et par x le nombre de bœufs demandé. On aura les trois 
équations 


(m+vc)b=acs", (m+wfje=dfs", (m+vh}s= xhv". 


Pour trouver x au moyen des nombres donnés, il faut élimi- 
ner m,v et v’; ce qui peut se faire dans ce cas quoiqu’on m’ait 
que trois équations, parce que tous les termes contenant l’une 
de ces trois quantités, leurs rapports seuls sont considérés dans 
les équations, et il n’y a réellement que deux quantités à faire 
disparaitre, savoir, Hs es 
AN | 

Les tirant des deux premières et les reportant dans la troi- 

sième , elle donne 


=, bodfg — acefg + acegh — bdfsh 


beh(c—f) De Due 
‘113. Prosrème. Deux mobiles parcourent une méme ligne 
d'un mouvement uniforme ; on connait la distance qui les sé- 
pare à un instant connu, leurs vitesses et le sens de leur 
mouvement, et on demande le temps au bout duquel ils se 
rencontreront. 
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Soient w, »’ les vitesses des mobiles, c'ést-à-dire les espaces 
qu'ils parcourent dans lPunité de temps, et d la distance qui les 
sépare. S'ils vont dans le même sens, on peut considérer celui de 
derrière comme animé de la différence des deux vitesses, et 
ayant à parcourir l’espace d. S'ils vont en sens contraire, ils se 
rapprochent à chaque unité de temps de lasomme des vitesses; 
on peut donc considérer l’un comme animé de la somme des 
vitesses et ayant à parcourir la distance d. Or l’espace par- 
couru est égal à la vitesse multipliée par le temps, donc le 





temps sera ; suivant que le mouvement sera dans 


d d 
PEN déco Ÿ + 
le même sens ou en sens contraire. 

Mais pour mieux faire ressortir les différentes circonstances 
que ce problème peut offrir, rapportons les positions à un point 
fixe A de la ligne droite ou courbe que les mobiles parcourent , 
et désignons par e, e’ leurs distances à l’origine A après le 
temps #, et par a, a les mêmes distances pour linstant que 
lon considère comme origine du temps; on aura pour équations 
du mouvement de chacun d’eux 


e=atut, d—=x+vt. 


Si l’on veut maintenant qu’ils soient à une distance donnée m 
Pan de Pautre, 1] n’y aura qu'à poser e—e —#m, ce qui 
fera trois équations entre e, e’, t. Pour leur rencontre, il faudra 
a'— a 

V——v" 

Des trois équations entre e,e’,a, a ,t,m,#,#",on peuttirer 
un grand nombre de problèmes différens, en prenant pour 
inconnues trois quelconques de ces huit quantités. On devra 
observer seulement que si le sens d’un des mouvemens était 
différent de celui que nous avons supposé, l’espace parcouru se 
retrancherait de a, ce que l’on exprimerait dans le calcul en fai- 
sant sa vitesse négative : il en serait de même si lon considérail 
un instant antérieur à l’origine supposée au temps, la distance 
de cet instant à l’origine pourra être considérée comme négative , 


afm de pouvoir faire usage des formules précédentes où les di- 


faire m—0 , et l’on tirera comme précédemment t— 
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stances à l’origine des temps croissaient avec l'espace, tandis que 
dans ce cas l'espace décroit lorsque les distances augmentent. En 
ayant égard à ces circonstances, le problème n’offrira jamais 
aucune difficulté , et son énoncé se trouve ainsi généralisé : 

Etant données les positions de deux mobiles au méme instant 
ainsi que leurs vitesses et le sens de leur mouvement, trouver 
leur point de rencontre sur la droite qu'ils parcourent depuis un 
temps indéfint. 

114. Proscème. Trouver les rencontres successives de deux 
mobiles sur une courbe fermée. 

Ce problème revient au précédent, en observant que lorsque 
les mobiles sont au même point, la rencontre suivante aura lieu 
quand celui qui a la plus grande vitesse aura gagné sur l'autre 
toute l’étendue de la courbe qu’ils parcourent. En appelant c 
cette longueur , la troisième équation e—e —=Æm deviendra 
e—e — Ænc pour la rencontre du rang (n-1) soit après, soit 
avant le moment pris pour origine des temps. 

115. PROBLÈME. On propose de déterminer à chaque instant 
la position d’un mobile dont lu vitesse change d’une manière 
continue et proportionnellement au temps. , 

Dans le mouvement varié,on nomme vitesse à un instant quel- 
conque celle avec laquelle le point se mouverait si les'causes qui 
agissent sur lui cessaient subitement et laissaient le mouvement 
uniforme. Cela posé, soit { le temps pendant lequel le point s’est 
mu, et v la vitesse qu’il a acquise; elle sera facilement connue, 
‘puisqw'on ‘sait qw’elle est proportionnelle au temps et que lon 
est supposé connaître sa valeur à un instant donné, par exemple 
après unité de temps; il ne reste donc qu’à déterminer Pespace 
parcouru en fonction de v et t. 

Pour cela , partageons £ en un nombre quelconque n d’inter- 
valles égaux ; la vitesse devant croître aussi de quantités égales, 
v ov 3v 


es NÉE TEE so. 519 9 Ve 
n’in?n? ds 


Orsi on suppose que pendant le premier intervalle la vitesse 


sera à la fin de chacun d’eux 


L1 4 V4 * 2V L] L] e 
soit constante et égale à —, pour le second à EM et ainsi de suite 
IT 
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jusqu’à , la somme des espaces sera trop grande, tandis qu’elle 
serait trop petite si le premier intervalle de temps était parcouru 


. ‘ CP 4 124 fa . Cd 
“avec une vitesse nulle, le second avec la vitesse —, et ainsi de suite 
1ù 


(a—1)v. 


usqu’à 
j q 3 


; l’espace cherché est donc compris entre ces 


deux sommes. 
Les espaces partiels de la première seront 


et formeront une progression par différence, dont la somme sera 


s(v+5)2 ou >= e(u +5) 


La seconde somme sera de même 


L Gi) n t Méctem SPA : (v— “} 
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vi 
Or la différence de ces deux sommes est — , et devient de 
TL 


plus en plus petite à mesure que lon fait croître n. Mais alors 
la vitesse s'approche de plus en plus de varier d’une manière 
continue, et en même temps l’espace tend indéfiniment vers 
à #t, qui est la limite des deux sommes entre lesquelles il est 
. compris; donc d’après le théorème des limites, l’espace parcouru 
. par le mobile d’un mouvement continu sera + st. Désignant cet 
espace par e, on aura donc e—; vit. 

Si l’on appelle g la vitesse acquise après l’unité de temps, on 
aura par l’hypothèse v=—gt; d’où e— ; ot° et w°— ge. 

La nature offre une application simple de ce mouvement dans 
la chute des corps (dans le vide) par Paction de la pesanteur; 
car receyant à chaque instant une impulsion égale dans le sens 
de la verticale, leur vitesse doit croître RE AN , C'est-à- 
dire dans le même rapport que le temps. 

CorozLatre, 61 le mobile s'était mu pendant le même temps # 
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avec la vitesse finale v, il aurait parcouru un espace double, car 
d'après la théorie du mouvement uniforme cet espace serait wt. 

116. Prosème. Trouver la vitesse qu'il faut imprimer à un 
corps , pour le fatre parvenir verticalement à une hauteur h avec 
une vilesse à. 

On remarquera pour cela que pendant qu’il remonte la pe- 
santeur diminue autant sa vitesse qu’elle l’augmenterait sil 
descendait. Si donc on désigne par v la vitesse demandée, elle 
sera précisément celle que le corps acquerrait $il tombait de la 
hauteur } partant avec la vitesse initiale a. La vitesse gagnée 
y—a sera donc, d’après les formules précédentes, | 


‘Y—a—= V'2gh, d’où #— a V'25h. 


Corozrarrr. Si on lance verticalement de bas en haut un 
corps avec la vitesse a, et qu’au moment où elle sera éteinte on 
Jui imprime la vitesse D, il montera moins haut que si on lui 
imprimait d’abord la vitesse a + b. Car l’espace dans ce dernier 

a+ b} votre { ab? 
Ge) , et dans le premier il ne serait que —+—. 
28 DEA SIO 


Ces deux espacés seront bien parcourus dans le même temps, 


cas sera 


mais la vitesse initiale est plus grande dans un cas, jusqu’au 
point où elle se réduit à b comme la seconde. 
117. Pronrème. 7 rouver la vilesse que la pesanteur a com- 
muniquée à un corps tombant librement pendant une seconde. 
Supposons pour cela qu’on ait pris la seconde pour unité de 
temps et qu’on ait laissé tomber dune hauteur connue k un 
corps que lon aura choisi très dense pour diminuer l'effet de la 
résistance de Pair; soit £ le nombre de secondes que le mouve- 
ment a duré, on aura, en faisant abstraction de la résistance 
de l'air, 
1 sé 
h=g—, d'où g=— 
Substituant à A et t leurs valeurs connues, on trouvera g ex- 
primé en unités de longueur; cette valeur pour la latitude de 
Paris est g— 9",8088. 


Li 
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On a reconnu que cette vitesse variait avec la latitude : si Von 
_ désigne par m celle qui a lieu pour la latitude de 50° et par m' 
celle pour la latitude @, on a m'=m(1—0,002837. cos 2 @). 
Au pôle on a #7 et m'— m(14+40,002837); à l'équateur 
g—=0o et m —m(1—0,002837); l'accroissement de pesanteur 
de l’é équaienx au pôle est donc 2m(0,002837), ce qui fait à peu 
près ++ de sa valeur moyenne. | 
118. Progcème. Trouver les diverses rencontres sur une courbe 
fermée de deux mobiles dont la vitesse croît proportionnelle- 
ment au Éemnps. 
Pour le premier mobile, on aura en désignant par e sa di- 
stance à l’origine après le temps t , par a cette distance pour le 
temps zéro, et par g la vitesse acquise après l’unité de temps, 


ea. gl. 
Pour le second mobile, on aura 
e = a +! £ ds 


et pour la rencontre de Pordre nr, on aura e—e—(#7— 1)c,en 
désignant par c le contour de la AS ; d’où Pon tirera 


a'— a EE D =œ(n—a)c, et 1— VE S), 
gg 
119. Proscème. Connaissant la pesanteur spécifique de deux 
_corps, trouver dans ip rapport ils entrent dans un mélange 
donné. 
Nous commencerons par donner une idée rapide de ce que 
c’est que la pesanteur spécifique et des moyens de la déterminer. 
On appelle pesanteur spécifique d'un corps, le poids d’une 
amité de son volume; on la rapporte ordinairement à celle de 
Peau, et alors il suffit de diviser le poids d’un volume quel- 
conque du corps par celui d’un pareil volume d’eau : ce dernier 
poids se détermine au moyen de ce principe, qu'un corps plongé 
dans un liquide y perd une quantité de son poids égale à celui du 
volume de liquide déplacé. Et en ellet, le corps remplace alors 
un volume égal de liquide qui, étant en équilibre, devait être 
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poussé de bas en hant par une force verticale égale à son poids ; 
le corps plongé: doit donc perdre une quantité égale du sien. 
Par conséquent, pour trouver la pesanteur de Due d’un corps 
quelconque, on le pèsera dans le vide, puis dans l'eau, et on 
divisera le premier poids par la perte qu’il aura subie, 

Si Pon veut déduire le poids d’un corps de sa pesanteur spé- 
cifique, on la multipliera par le volume, l'unité étant toujours 
le poids de l'unité de volume d’eau. 

SiPon veut déduire au contraire le volume ; du il on divi= 
sera ce dernier par la pesanteur spécifique. | 

Cela posé, soient p, p” les pesanteurs spécifiques des deux 
substances, et p” celle du mélange donné que l’on déterminera 
comme il vient d’être dit, ainsi que son volume m. Soient x et y 
les volumes des deux substances; on aura 


Lrhy = m,, pr+py=pm; 


Enonces de Problèmes du premier degre. 


Proszèms. Une personne possède a francs qu’elle fait valoir 
à un certain intérêt, et elle doit b francs dont elle paie un 
autre intérêt; Pintérèt de la première somme surpasse de c 
celui de la seconde. Une autre personne fait valoir d francs au 
second intérêt, et paie l’intérêt de e francs au premier taux; 
elle retire f francs de plus qu’elle ne paie. On demande les taux 
des deux intérêts. | 

Progrèms. Une personne achète un certain nombre d’aunes 
d’étoffe à un prix qu'on ignore. Si elle achetait cinq aunes de 
plus d’une étoffe qui coûte 5 francs de moins, elle paierait le 
même prix ; mais si elle achetait six aunes de plus d’une étoffe 
qui coûte 4# francs de moins, elle paierait 18 francs de moins. 
Il seit de trouver les nombres d’aunes et les prix de chaque 
espèce d'étoile. 

Progzèms. On demande les biens de trois personnes A, B, C; 
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sachant que le bien de À augmenté de m fois la somme des 
biens de BetC, vaut p; due le bien de B plus n fois la somme 
de ceux de À et C, vaut q; enfin que le bien de C, joint à L 
fois ceux de À et B, vautr. 

Prorcèmr. Partager les nombres donnés a, b, c, d, e... 
chacun en deux parties telles que le rapport d’une partie de a 
à une de b, de l’autre de b à une de c, de l’autre de c à une 
de d; de la seconde de d à une de e, ete. jusqu’au rapport de la 
seconde partie du dernier nombre à la seconde de à , soient tous 
donnés. 

Proszème. Trouver les biens de six personnes, À, B,G,D,E,F, 
sachant que la somme des biens de À et Best a; que celle des 
biens de Cet D est à; que celle de E et F est c ; que le bien de A 
vaut m fois celui de GC; le bien de D, 7 fois celui de E , et le bien 
de F, p fois celui de B. 

Progrèmr. Trouver les huit quantités À ,B,C,D,E,F,G,H, 
connaissant les sommes ou les différences deux à deux , de A 
et B, de Get D, de EetF, de G et FT; et les rapports de A à C> 
deDàE,deF à G,etde H à B. 

Généralement, les quantités À, B,C... étant en nombre pair 
om, il y aura un cas d’impossibilité ou d’indétermination lors- 
que m\sera pair , et le problème sera toujours possible et déter- 
miné lorsque m sera impair. 

Proscème. Trouver les arêtes d’un parallélépipède rectangle , 
sachant qu’elles sont entre elles comme les nombres m,n,p, et 
que si ces arêtes varient des quantités respectives, a, b, c, la 
surface totale aura varié d’une quantité g. 


L 


Problemes indetermines du premier degré. 


Probzème. Trouver des multiples des deux nombres 54 et 73 
qui diffèrent entre eux d’un nombre donné r. 

Progrème. Le mois lunaire étant de 29/ 12} 44”, et par suite 
sa longueur étant à celle du jour solaire comme les nombres 
10631 et 360, on demande les multiples de ces deux nombres 
qui différeront de r. 


(bts) 

Proszème. Trouver les nombres qui, divisés par 3, 5, 7 
donnent les restes respectifs 2, 4,6. 

Progrème. Payer une somme de fa francs en pièces de 
5 francs et de 24 francs. 

Progrèmes. La piastre valant 5 francs 8 sous, et l'écu de France 
valant 2 francs 15 sous, on propose de payer 1000 francs en 

pyastres et en écus seulement, 

Prosceme. On a trois lingots d’argent de trois titres différens. 
Le premier est au titre 4 11 A le second de 10 +, et 
le troisième de 9; combien doit-on prendre d'onces de chaque 
lingot pour en faire un lingot de 39 onces dont le titre soit à 
10 deniers ? | 

Progrèmr. Trouver en nombres entiers les côtés d’un rec- 
tangle tel que sa surface contienne quatre fois autant de mètres 
carrés que son contour contient de mètres. 

Solution. Soient x et y les deux côtés, on aura xy = 8(x +-y); 


d’où LE —— = 8 + ——. 


Il faudra donc que y —8 soit diviseur de 64; égalant suc- 
cessivement y— 8 à chacun des diviseurs de Ga (tant positifs 
que négatifs), et cherchant les valeurs positives correspondantes 
dx, on obtiendra toutes les solutions entières de léquation. 

Si Von avait l'équation générale xy = m(x +), on trouve- 

À m° , ; æ. 
raitr—=m + ,et l’on traiterait les diViseurs de m° comme 

y—m 
on a fait pour ceux de 64. 

ProsLème. Trouver en nombres entiers les arêtes de paral 
lépipèdes rectangles à base carrée, tels que leur volume vai 
cinq fois autant “Le mètres cubes que leur surface contient ds 


lé- 
ile 


mètres carrés. 

Ce problème se résout comme le précédent. 

Progzème. Soit a le côté d’un carré donné en nombre entier , 
_on demande en nombres entiers les côtés x, y d’un rectangle, 
de manière que les deux figures aient léurs surfaces propor- 
tionnelles à leurs contours. 


8 
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Le calcul conduit à égaler gÿ—a aux diflérens diviseurs 

de a°,et on ne devra prendre parmi ces diviseurs que ceux qui 
augmentés de a donneront des nombres pairs. 

Proecèmr. Trouver quels sont les polygones réguliers d’une 

même espèce ou d'espèces différentes au moyen desquels on 

puisse couvrir exactement un plan indéfini. | 


Enonces de Problèmes du second degre. 


Pnoëcèmé. Trouver trois nombres, connaissant chacun des 
quotiens qu’on obtient en divisant chacun des produits de deux 
d’entre eux par le troisième. 

Prozèms. Trouver trois nombres, connaissant le produit de 
chacun d’eux par la sontme des deux autres. 

Proscime. Trouver trois nombres, connaissant le produit de 
chacun d’eux par la différence des deux autres. 

Ce problème est indéterminé où impossible. On le résoudra 
ainsi que le précédent en déterminant d’abord les trois produits 
xZ, 2Y, yZ, puis en én déduisant les trois carrés x°, y”, 2°. 

ProgrÈèMe. Trouver deux nombres dont on connaït la somme 
os et la somme des cubes 2q. 

On prendra pour inconnue la différence 2d des deux nombres, 
qui seront alors exprimés par 54 d et 5 — d. 

Prosuèms. Un négociant a un certain nombre d’aunes de 
drap, et go aunes de plus d’un drap moins fin; les valeurs to- 
tales des prix des des de chaque espèce sont égales. S'il ven- 
dait chaque espèce au prix de Pautre, il retirerait pour les 
premières 900 fr., et pour les secondes 2500 fr. Trouver les 
deux nombres d’aunes. 

. «Progrème. Trouver deux nombres dont on connaît la somme 


ou la différence 2m, et la somme ou la différence : des quo- 


tiens Mon obtient en les divisant mutuellement lun par l'autre. 

Prosrèmr Deux courriers partent au même instant, lun 
de À pour aller en B, l’autre de B pour aller en À, leurs vitesses 
- sont uniformes et dans un rapport tel, que le premier arrive 
en B quatre heures après qu’ils se sont rencontrés, et que le 


(#ua15) ù 
second arrive en À neuf heures après cette rencontre. On de- 
mande le temps émployé par chacun pour parcourir la di- 
stance AB 

Proscèms. Un négociant escompte deux billets, lun de 
8776 fr. payable dans neuf mois, l’autre de 7488 fr. payable 
dans huit mois : il a payé pour le premier 1200 fr. de plus que 
pour le second : on demande le taux de l'intérêt. 

Progrème. Un négociant a acheté un certain nombre d’aunes 
d’étoffe pour 1728 fr.; il en prend 24 pour son usage, et il vend 
le reste pour 1800 fr., de manière qu'il gagne 3 fr. par aune : 
on demande le nombre des aunes. 

Proszème. Une personne qui possède 100000 fr. AE cette 
somme en deux parties, qu’elle fait valoir à deux taux différens 
et pour lesquelles elle retire en tout 5400 fr, d'intérêt. Si elle 
faisait valoir la première partie au même taux que Ja seconde, 
elle en retirerait 3600 fr. d'intérêt ; et si elle faisait valoir la 
seconde au même taux que la première, elle en retirerait 
2000 fr. On demande les deux taux et les deux parties de la 
somme proposée 100000 fr. 

Proscème, En vendant un cheval 11 louis, on a gagné pour cent 
autant que le cheval avait coûté : on demande quel était ce prix. 

Proszèms. Trouver quatre nombres en proportion par quo- 
tient, connaissant la somme 2a des moyens, la somme 2b des 
extrèmes , et la somme #c des carrés des quatre termes. 

On prendra pour inconnue auxiliaire le produit p des moyens 
ou des extrêmes. On trouvera ainsi que la démi-différence des 


moyens est /æ—p, que la demi-différence des extrêmes est 


V/6°-—p; d’où l’on conclura l'expression des quatre termes en 
fonction de p; on égalera la somme de leurs carrés à 4c, ce qui 
donnera p=a°+ bc, et les quatre termes seront connus. 


6) 


Questions qui Op à a des équations qu se 
ramènent à celles du second degré. 


Prorrèmr. Trouver deux nombres dont on connait le pro- 
duit, et la somme ou la différence de leurs carrés. 

Proszème. Trouver deux nombres dont on connaît la somme 
2s, et la somme ou la différence 2q de leurs quatrièmes puis- 
-sarces. On appellera 2x Îa différence des deux nombres; alors 
ils seront exprimés respectivement par s+x,s—x, et le cal- 
cul n’offrira aucune difficulté. 

Pro8cème. Trouver quatre nombres en proportion par quo- 
tient, connaissant la somme des moyens, celle des extrêmes, et 
celle des quatrièmes puissances des quatre termes. 

On prendra pour inconnue la différence 2x des moyens. 

Prorcème. Trouver quatre nombres en proportion par quo- 
tient, connaissant la somme des extrèmes, celle des moyens, et 
Pexcès de la somme des cinquièmes puissances des extrêmes sur 
la somme des cinquièmes puissances des moyens. 

Proscème. Trouver quatre nombres en proportion par quo- 
tient, connaissant leur somme, celle de leurs carrés et celle de 
leurs quatrièmes puissances. 

Prosrime. Trouver quatre nombres en proportion, connais- 
sant la somme des quatre termes, celle de leurs cubes, et celle 
de leurs cinquièmes puissances. 

ProBLÈme. Trouver deux nombres dont on connait la somme p 
de leur produit et du produit de leur somme par un nombre 
donné &, et dont on connaît aussi la somme 2q de la somme de 
leurs carrés et du produit de leur somme par un nombre 
donné 26. : 

On prendra pour inconnue la somme 2x des deux nombres 
et leur différence 2y, les deux équations seront alors 


Ty + 2ax =p, LH ythobre 9 


d'où l'on tirera par Paddition et la’ soustraction de ces deux 


(7) 
équations, ñ 
ox o(a+ br =p+#g,  2ÿ + 2(b — ac = q—p, 


équations qui n’offriront aucune diffculté. 

120. On peut voir par plusieurs des exemples précédens 
combien le choix des inconnues peut simplifier les équations. 
Le dernier problème, par exemple, aurait conduit à une équa- 
tion complète du quatrième degré, si l’on avait pris pour incon- 
nues les deux nombres demandés. Il faut autant que possible 
choisir des inconnues qui entrent d’une manière symétrique 
ou avec une simple différence de signe dans lexpression des 
nombres entre lesquels on donne des relations. Il en résulte 
alors, ou des similitudes qui abrégent les calculs en les ramenant 
les uns aux autres, ou des destructions de termes qui les sim- 
plifient considérablement. C’est ainsi que dans un grand nombre 
des problèmes précédens nous avans pris pour inconnues la 
somme, la différence ou le produit des nombres cherchés; et 
Von sentira tout l'avantage de ee choix, si l’on résout les mêmes 
problèmes en prenant immédiatement les nombres cherchés 
pour inconnues. 

Il arrive quelquefois que certaines quantités dépendantes des 
inconnues sont susceptibles d’un moindre nombre de valeurs 
que celles-ci; et si on les prend pour inconnues, on sera con- 
duit à des équations de degré moins élevé. C'est en ayant égard 
à toutes ces considérations, qu’on peut parvenir à donner de 
Pélégance et de la simplicité aux formules, et même à résoudre 
des problèmes qui, sans cela, seraient au-dessus des forces de 
l'analyse actuelle. 


7 


Problèmes sur les coefhciens indeierminés. 


121. ProBrèMe. Trouver les disiseurs d’un degré donné d'un 
polynome 
mm An Ben | OV. 
Si l’on désigne par # le degré des diviseurs, leur forme géné- 
rale sera 


2" ext Cat pe 


(106) 

Le quotient du polynome donné par ce diviseur sera de la 

forme 
RTE HOT AS DR RTR EL R 1, 

Faisant le produit du diviseur par le quotient et l’égalant au 
dividende, on aura m équations entre les m inconnuesu;6,...7, 
eta,b...u,doù Pon déduira à la fois les coefficiens des divi- 
seurs du degré n et du degré m— 2. 

129. Prosrème. ÆElimtnier une inconnue entre deux équations 
d’un degré quelconque. 

Soient les deux équations, ordonnées par rapport à x, 


ar Lt Port LOL... HV = o, 
xt + Par LH Q'ar LH V'=0o, 


dans lesquelles les coefficiens P, Q, ...,V, P”, Q",..., V',dex; 
peuvent renfermer d'autres inconnues. 

Toute valeur d’y qui convient à ces équations doit introduire 
une racine commune en æ par sa substitution; les équations 
résultantes doiveut donc avoir un commun diviseur æ—#; on 
aura donc 


LM os HV = (x —a) (AT L'ag TE Æ Ho), 

2H. EV'= (re a) (TH Ga LH 0). 

Eliminant x —, il vient 
GTV) Gas 2 aan) 2 (ae EN) (um de) 

Cette identité fournira m—+n—1 équations entre lesquelles 
on éliminera les 277—-n—2 coefliciens a...w, a°...4" qui 
n’entreront qu’au premier degré, et il restera une équation de 
condition en y qui exprimera que les premiers membres ont 
un diviseur commun du premier degré : les valeurs d’y que lon 
en tirera seront donc celles qui conviendront au système des. 
deux équations, conjointement avec Îles valeurs d’x que donne- 
ront les diviseurs correspondans égalés à zéro. 

La formule de ces diviseurs sera 


re me MR dv 
LH + V 


d’où lon voit que si à une valeur d'y correspondaient plus 





= Kx + H; 


(119) | 
sieurs valeurs dx, on aurait nécessairement K—o, H=—o, sans 
quoi l'équation Kx + H=—0o ne pourrait être satisfaite par deux 


[e) 5 
valeurs de x. La forme ; trouvée pour zx annoncera donc que le 


diviseur commun en x est d’un degré supérieur au premier, et 
n de cherchera par la méthode connue. 

123. Prosrèmr. Connaissant les facteurs du prernier degré du 
dénominateur d'une fraction rationnelle, la décomposer en au- 
tant de fractions ayant des numérateurs indépendans d’x, et 
pour dénominateurs respectifs ces facteurs du premier degré. 
Soit la fraction 


Qx" + Dr ox +... Hu M 
a Am Bas DEV O ON 


Soient, #,6,... #,les seconds termes des facteurs du déno- 
minateur pris en signe contraire et supposés tous inégaux, et 
P,Q,...,S,les numérateurs des fractions partielles ; la pro- 
posée devra être égale à 

P Q S 
+ + 


TX — 4 Hier 


« 





pe 


Chassant les RARE et É il viendra 


PR 


X = 0 — pu? 


N 





Me 


où Pon remarque que chaque terme est divisible par son déno- 
minateur et ne le contient plus après la division, et que tous les 
autres ont ce même dénominateur pour facteur. On pourrait; 
comme précédemment, tirer P, Q.., en identifiant les coefüi- 
ciens des mêmes puissances de x, mais on observera que cette 
identité ayant lieu quel que soit x, ne sera pas détruite si lon 
fait &æ —4«; ce qui ne laisse subsister que le premier terme du 
M 


N 
(Eee) 
dans laquelle on fait x=—=« après la division par 4 —e. 
Pour avoir Q, on fera de même æ=—6; et ainsi des autres, 





second membre, et donne pour valeur de P l’expression 





( 120 ) 
et l'on aura pour P, Q,... des valeurs finies et indépendantes 
de x. 

Cette décomposition n’est plus possible lorsque le dénomina- 
teur a des facteurs égaux; car si, par exemple, on avait «—6, 
quand on ferait x=«, équation (1) ne serait plus identique, 
puisque le second membre seul deviendrait nul; mais on peut 
toujours déterminer par le même moyen les fractions partielles 
qui correspondent aux facteurs inégaux, en y ajoutant une 


fraction de la forme , &——r étant un facteur du degré 


(x—r}? 
p de N,et R un polynome du degré (p—1) en x, qu’on ob- 
tiendra facilement d’après les fractions connues et la proposée. 
Or on peut opérer la décomposition suivante : 


FR A° B’ S' 


ms 


(x—r}? NES)? fn (arpT EME TT 





A", B’,...,S", étant indépendans de x, il suffira de chasser le 
dénominateur (r—7r}? et d'identifier les deux membres, ce 
qui fournira autant d'équations que de coefficiens, A”... S". 
Cette identité sera 


R= A" B'{x—r) + Cx—r}... + S'(x—r} 1. 


Mais on peut encore déterminer A',...,S", plus simplement 
de la manière suivante. On fera d’abord x =r, et on aura A'°et 
l'équation suivante : 

R— A 7 
—— = B'+ Cr 7)... + S'(xz—r) >. 
C—T 

Faisant encore x=—7, on aura B'; et l’on continuera ainsi 
Jusqu'à S”. 

On agira de la même manière lorsqu'il y aura d’autres fac- 
teurs multiples que (x —r). 

41. Remarque. Toute fraction rationnelle pouvant être dé- 





! FO 
composée en fractions simples de la forme mor lorsque son 


Gran) 
dénominateur n'a pas de facteurs égaux , et le développement 
de cette dernière donnant la progression géométrique indéfinie 


À AC ii ot 
(Hi PE pee), 


il #ensuit que le développement de toute fraction rationnelle, 
ou, en d’autres termes, qu'une série récurrente quelconque est 
la somme d’un nombre de progressions par quotient marqué 
par le degré du dénominateur. Le terme général du développe- 
ment s’obtiendra facilement en faisant la somme des termes 
généraux d’un même degré de toutes ces PIONEER 

RÉCIPROQUEMENT. Si ton ajoute terme à terme plusieurs pro- 
gressions géométriques, on aura toujours une série récurrente, 
car toute progression peut être le développement d’une fraction 

À k Lie : 
Lg» étant donné et A, a déterminés par la progression 
proposée. 

124. Proscème. Trouver les conditions générales pour qu’un 
polynome du second degré à deux variables soit décomposable en 
deux facteurs rationnels du premier degré. Soit le polynome 


+ axy + bx° + cy + dr +e. 
Ses deux facteurs du premier degré seront de la forme. 
y—mx—n et y—mx—n. 
Leur produit sera 
2 — (m ni m'}xy—+ mm'a—{(n + n)y+(mn'+nm')x + an": 
L’identifiant avec le polynome proposé, on aura les 5 équations 
mm——a, mm=b, n+n—=-c, mn 4nm=d, nn —e. 
Eliminant m,m’,n,n’,on obtiendra l'équation de condition 


(ac— 24) = (a°— 4b) (c°— 4e); 


u 


ou bien d — acd = kbe — ae — bc*. 


( 122 } 
Si l’on demandait que le polynome füt un carré parfait, il 
faudrait que l'on eût m'—m et n'—n; les équations précé- 
dentes deviendraient 


9n—=—a, Mb, on==C, omn=d, ne, | 
Eliminant m et, on aurait les trois conditions 
ac mad; ap. be. 


125. Prosième. Trouver le développement de la puissance w 
entière d'un binome x + a. 

(x + a)" n’étant autre chose que x” dans lequel on change 

. , « na ° 

æ en x-+ 0, les deux premiers termes seront, d’après la théorie 
des dérivées x" + mx"1a. Dans tous les autres termes, la 
somme des exposans d’x et d'a sera m, d’après les règles de la 
multiplication , et on pourra représenter le développement par 


(x +a)" = 2" ba" a HART QE Br as Cx lat + etc. 


Or, soit qu'on augmente x ou a de À,on a le même résultat 
(x + a +- 2)"; donc, le coefficient de 2 à la première puissance, 
est le même dans les deux cas. Prenant donc la dérivée du se- 
cond membre, d'abord par rapport à x, puis par rapport à &, on 
aura deux expressions qui devront être identiques, et qui seront 


ma" mn = 3)" a + An — 2)2" a? + etc., 


mx" Ti LH 2ALMT? q E 3Bx"3 q° — etc. 


Identifiant , on aura 


m(m—1)=2AÀ, A(nm—2)=3B, B(m— 3) = 4C, etc; 


d'où a"), ÉRN Se re à 


ce qui donne ‘une loi facile à saisir pour.Jles coeficiens du dé- 
veloppement. | 

126. Prosrèmr. Trouver le méme développement en suppo- 
sant m quelconque. 


( 128 ) 


Tout se réduit à faire voir qu’on peut toujours supposer au 
développement , la forme 


x" + ma" ta Æ Ax"?a? etc. 


Pour cela, posons = = 3, on aura (x + a)"= x" (12). 

“ x 

Si mest une fraction ë , on aura à extraire la racine g de 
(1-Lzÿ , ce qui donnera un développement procédant suivant 
les puissances entières et positives dez.. Si m est négatif, il faudra 
diviser Punité par un développement procédant de cette même 
manière, ce qui donnera un quotient du même genre. On aura 
donc, dans ces deux cas, 


(1 Hz) 1 + Az + Bz° + Cz° etc. 
Remplaçant 3 par . , etmultipliant par x”, il vient 


(x + a)" = x" + Axa + Br a + etc. 


Or, on sait que dans tous ces cas, la dérivée de x" est mx"; 
on a donc 


(x Ha)" = 2" Æ ma"Tia + Br" 2ot Let. ; 


d’où l’on déduira les mêmes valeurs de B, G,etc. , que dans le cas 
précédent. Seulement, quand m ne sera pas entier et positif, le 
développement sera indéfini, même pour des valeurs particu- 
lières de m, parce que ces coefliciens ne deviendront jamais nuls. 

127. Proscème. Trouver le développement suivant les puis- 


sances ascendantes de x de la fraction An ee 
1 


En effectuant la division et ordonnant par rapport aux puis- 
sances ascendantes de x , on sait que le,quotient procédera sui- 
vant les puissances entières et positives d’x; de sorte que lon 
pourra établir l'identité 


& + Cr 
Le (Em D A2 








— À + Br + Cr? + Das Ext etc. 


(194) 


Chassant les dénominateurs , il vient 


_a+ér=A+B |x+C Iz HD [LE rt. 
—Aal — Ba — Ca — Dai 
ap Re GE 





Egalant les coefficiens des mêmes puissances d’x, on aura les 
équations 


Aa, B—Aa—6,C—Ba—Ab—o,D—Ca—Bb—o,etc.; 
d’où l’on tire Aa, B=ua+6, C=Ba+Ab, D—Ca+Bp, etc. 


De sorte qu’à partir du troisième terme, chaque coefficient est 
égal à la somme des deux précédens multipliés respectivement par 
les constantes a et D. Chaque terme se déduit alors des deux pré- 
cédens en multipliant Pun par ax et l’autre par bx?. Une pa- 
reille série se nomme récurrente , et les constantes par lesquelles 
on multiplie les termes, forment ce qu’on appelle l'échelle de 
relation. Het 

On obtiendrait des résultats analogues, en supposant les deux 
termes de la fraction d’un degré quelconque. 

198. ProBLÈME. Etant donnée une équation , En trouver une 
autre dont la première ait pour racines les carrés des diffé- 
rences entre les racines de la seconde. 

Soit l'équation donnée 


2 ax LE be, Ly—=o. 


Désignons par m le degré de l'équation cherchée, on aura la 


2 m(m—1) 
relation connue Ca rer mt NON 
1 Vit+en 
d’où m°—m—on—o, et m— ES poRRE 


” 
On ne pourra prendre que le signe +- du radical, parce que 
m doit être positif, et comme 1l doit de plus être rationnel et 
entier, il faudra que 1 + 8n soit un carré; ce carré étant im- 


(Kr251) 
pair, le numérateur 1 + V/1—+ 8n sera pair, et par suite m sera 


entier. ; 
Cela posé, représentons l'équation cherchée par 


DM Mu EL GE DL. Lu —o. 


En cherchant par les moyens connus son équation aux carrés 
des différences, on obtiendra une équation du degré n qui devra 
être identique avec la proposée. On aura par là 7 équations 
entre les m coefliciens de équation cherchée. Or si n est plus 
grand que 3, il sera plus grand que m, puisqu'il est égal à 
Fm Es , et Pon aura plus d'équations que d’inconnues; il 
y aura donc n—m équations de condition entre les coefficiens 
donnés qui se joindront avec la condition que 1-87 soit un 
carré. 

129. Nous allons chercher à développer les fonctions a”, 
log (1x), sin x et cos x, suivant les puissances entières posi- 
tives et croissantes de la AA Æ 

ProBrème. Pour développer a*, on observera d’abord que 
a* se réduisant à Punité quand on fait x—0o, le terme indé- 
pendant d’x dans le développement doit être 1, et les autres 
ne doivent renfermer aucune puissance négative de x, sans quoi 
cette hypothèse les rendrait infinis. De plus, il ne saurait y 
avoir d’exposans fractionnaires, car alors le développement au- 
rait plusieurs valeurs correspondantes à une seule valeur dx 
ce qui ne peut avoir lieu pour la fonction «° ; ce développement 
sera donc de la forme 


a® = 1 + Az + Bx° + Cr + Drf + etc... 


Or, si l’on y échange x en x+h, on a le même résultat qu’en 
multipliant @° par a, c’est-à-dire 1 + Ax + Br° L etc. par 
1 Ah + Dh? + etc. 

Prenant dans les deux cas le coefficient total de la première 
puissance d'A, on aura, en les identifiant, 


À + 2Bx + 5Cx° + etc. — À + Ar + ABzx° +etc.; 


( 126 ) 
d'où lon tire 


2B=—X°, 3C—= AP, 4D= AC, etc; 


et enfin 
A2 A5 At É 
B=;- Cas 2e MESSE ; 
mp nu 2,3° M ie 


- Le développement de a° devient 


PARC 2 Afx4 
EP 2:213% 12144 





À- etc. 


Il ne reste plus qu’à trouver la valeur de A. Ce développe- 
ment ayant lieu quel que soit x , posons Ax — 1, il devient 


I 


—_— 


(130 a — + etc. —e. 





1 
1. 2:34 
Les termes de cette série diminuant rapidement, si lon cal- 


cule la somme des dix pr emiers termes , on trouver de... 


e—92,7182818 etc. à moins de 0,00000002 etc. près. 
I 


, , A e ° 
De l'équation & —e, on tire en prenant les logarithmes 
dans un système quelconque, 


log a 


loga—loge, d'où À = DE 





Si lon désigne par /’ les logarithmes pris dans la base e (ces 
Nimes ont reçu le nom dé logarithmes népér'ens), on aura 
A = l'a, et par suite 





ê Î 2 4 
(2)... =3+x cee ay L 4 Eee à etc. 
Faisant a—e, on trouve 
(nets +2 + = Lors 5 ce + etc, 


(127) 
530. La valeur de e est incommensurable ; mais on peut en 


approcher autant qu’on veut. En effet 


1 


1 Ï 1 r. 
Er Ter NT 








Or + — Et etc. —1; donc e<3; 


2.9.2 
mis e > 2; e n’est donc pas un nombre entier. 
d 0 Fr * . e 2 ° tbe? e $ 
Si e était une fraction irréductible +, on aurait n m,n>1, 
n 


et lon pourrait mettre e sous la forme 


/ } 


e=7=(2 are Cr Free = dt ee pres . 


Multipliant les deux membres mx 2.3.4. ,,78,1 viendrait 


mx2.3...(r—1)=(2.2,3...243.4...n+4 0.474 Hi menete € 


La somme de tous les termes de la série. ..........:.. 

1 I . 
a  ———— ——— etc., serait donc un nombre en- 
RÉ D pa ie 


ticr «. Or, cette somme est moindre que 


a —— 





1 
+ etc., SONT EE SRE A + etc. — " 


1 1 
anti Gi) TES 
L] L) . 1 L 
Le nombre entier + serait donc moindre qu'une fraction — 
nn 


plus petite que Punité ; ce qui est absurde, 
La valeur de e est donc incommensurable, 
131. Lorsqu'on prend pour valeur approchée de e la somme 
des n premiers termes de la série (1), l'erreur E est moindre que 
1 1 
2.3.4..n ”e SAT 
1 1 


n 4-1 4 (n NAS CA 


et on vient de voir quon 


rt CM 


( 128 ) 
On peut donc toujours prendre n assez grand pour que ler- 
reur soit aussi petite qu’on voudra. 
ExemPLe. Si n—10, on trouve e—2,7182818 etc.; l’er- 
“i 1 
reur-est moindre que ——— 
2 28 A0 TOO 





1 
ou que 3628ROÛ0 ou 
que 0,00000002 etc. 

132. Prosrème. Développer log (1x) suivant les puis- 
sances entières positives et croissantes de x. 

On cherche le développement de log (1 +-x), parce que celui 
de log x devant devenir infini par x —=0, ne saurait procéder 
suivant les puissances positives de x. Nous venons de trouver 


que dans le développement de a”, le coeflicient de. la première 


: Led à M 
puissance de x est Ï 2; si donc nous cherchons ce coefficient 
. loge 





par une autre voie, nous connaïtrons le développement de log a 
et par suite celui de log (1x), en posant «—1 +x- Or, 


= {it(a—i1) = + x(a—1) + —— e lie 1)+etc., 


et la somme des coefficiens de la première puissance de x sera 


Cam D Cm A ne 14 





D nee nr 
Donc 
loga (a—1}  (a—1} (arr Le 
re RP a Be UE MER 


Changeant a en 1 + x et multipliant par log e, il vient 


G).- dog (1 +2) = og e (x T4 ET ete.) 


Si lon prend e pour base du système ; log e deviendra l'unité, 
et désignant les nouveaux logarithmes par la caractéristique /”, 


on aura “ 
(2). PC 1x) — ER 


Cette série n’étant pas convergente pour des valeurs de x 


Ciog ) 
plus grandes que 1, ne pourrait servir à calculer les loga- 
rithmes des nombres plus grands que 9. Pour la transformer 
en une autre qui soit convergente, changeons æ en — x, nous 
aurons \ 


| LT Ua 
MOREL CRE LT VAL are 
| ( ) Ne 


Retranchant ce développement du premier, il vient 
Là +-d rid + (4 } + T a” x 
| l'i+x)—Î( —x) = = (a+ ++ ete.) 


Pour rendre cette formule convergente et d’une application 
commode, faisons 


1 + x Lip NO ; 
—— — 1 + -; nous en déduirons 
1x ME 
let it 
ZT = ——— , cet par suite 
By 1 ie ER 


| NORD ere a GG au ol 
Or, 1€ +:)= 1) = (y + 1) — l'(y). Donc 


, ; 1 1 | 
(3)... l'y + 1) ee nt te) 

TCetie série donnant la différence entre les logarithmes de 
deux nombres entiers consécutifs, fera connaïtre les loga- 
rithmes de tous les nombres entiers, en donnant à y les va- 
leurs :,2,3, etc. De plus elle est fort convergente, et il suffira 
d'en calculer un très petit nombre de termes. On calculera de 

cette manière les logarithmes des nombres dans la base e. 
Si l'on veut ensuite construire une fable, d’après une base 
quelconque a, il suflira de multiplier tous les premiers loga- 


1 
rithmes par Ta: celte constante prend le nom de module ; et sa 
a 
valeur pour passer de la base e dansla base 10est 0,43294481getc, 
9 


« 
æ ( 130 ) ne 

133. 11 est facile de parvenir directement à la série qui 

exprime Île logarithme de 14-x. En effet; ce logarithme se 

réduit à zéro quand x —0, et quand la base est donnée, un 

nombre n’a qu’un seul logarithme réel; on est donc conduit 


à poser 
(1). log(i+x)=M(x+ax+br+cxt+ da tete.) =f (x); 
d'où f'(x)}—=M(1+2ax+3bx+4cx + 5dxf+etc.) 


Pour obtenir une autre valeur de f(x), on change x en 


æ+h dans f(x); ce qui donne 
eo LH belle) (+ à } 
À 1+x/) 


Æ 





} 
— log (1 + x) + log (1 + ans) 
Mais, d’après la formule (1), 


h ah? 





h 
log ( - ee) + a+r) + ete.) 
Donc 
: SRE m(ie) — M1 x + xt — 8 ete). 
1+x 1H ZT 


Les deux valeurs de f’(x) devant être identiques, il faut 
que 


d'où a+, b=+r, c=—;, d=+4+, etc. 
La série (1) devient 
RENE à 
(2)...log(i +2) =M(z + + ete ) 


Le module Mine pourra se déterminer que lorsqu'on don- 
nera la base du système de logarithmes. 


( 281 ) 

Désignant par / les logarithmes qui correspondent à M—« , 
et représentant par e D base de ce système, la formule Lo 
conduit à la formule (2) (page 128), et par suite à la formule 
(3) (page 129); cette dernière sert à calculer les logarithmes 
des nombres entiers dans la base e; on en déduit la valeur... 


1 RU 
0,43429 etc., de Tag; © ces logarithmes multipliés par le mo- 


dule 0,43429 etc., fournissent les logarithmes des mêmes nom- 
bres pris dans le système-’tabulaire dont la base est 10. 
Pour calculer la base e qui correspond à M1, on observe 


que si « exprime /’ 10, on aura e*— 10. Prenant les logarithmes 
tabulaires des deux Te de cette égalité, et désignant ces 
logarithmes par /, il vient 





GE} 08 élerct,"le =" = ns 0,43429 etc. 

Cherchant dans nos tables à quel nombre correspond le lo- 
garithme 0,43499 etc., on trouve que e—2 as étc.; ce qui 
s’accorde avec le résultat du n° 131. 

134. Dans toute série dont les termes sont ae 
sitifs et négatifs, st chaque terme est moindre que le précédent, 
la somme des n premiers termes différera de la somme de tous 
les termes , d'une quantité moindre que le n 4 1"° terme. En 
effet; soit une série de cette espèce 


=a—b+c—-d+e-f+g— etc; 
a,b,c,d,e,f,g, etc.,.seront des nombres positifs, et on 
aura PEU pr: d Ce Ed, Tes auf, ete. Or 
S—a—(b—c)—(d—e)—(f—g)—ete., 
S—a—b+(c—d)+(e—f) +etc. 
uno (roue 


Et ainsi de suite. Chaçun des binomes compris entre paren- 
_+hèess étant positif, on voit que 


°s& ak S>œa—b, S<ab+e, Sœa—b+e—d, ete; 
9. 


(2929 
ce qui démontre le principe énoncé. On voit de plus que les 
sommes partielles sont alternativement au-dessus et au-dessous 
de la somme totale. 
-135. Prorrèmr. Développer sin x'et cos x suivant les puis- 
sances croissantes de x. 

Ces développemens ne pourront renfermer que des puissances 
entières et positives de x, par les mêmes raisons que dans les 
fonctions précédentes; de plus, sin x ne pourra renfermer que 
des puissances impaires de x, et cos x des puissances paires , 
parce que le premier RNA OR" doit changer de signe avec 
x, et le second rester le même. Et comme x =0, réduit cos x 
au rayon 1, on doit poser 


sin x — ax + bxÿ Æ cxŸ + dx? J- ete, 
cos x == 1 + ax? H Gré  yx6 etc. 
. Remplaçons x par æ + h dans sin x, et prenons le coefficient 


de la première puissance de h, ce coeflicient sera la dérivée de 
sin æ ou de son développement. Or 


sin (x + h) — cos À sin x + sin À cos r. 


Remplaçant sin } et cos } par leurs développemens , qu’on 
obtiendra en changeant x en A dans ceux de sin æ et cos x, il 
viendra 


sin (x+h)== (1 + &h° + etc.) sin x + (ah + bh5 L'etc.) cos x. 


Le coefficient de la première puissance de À, dans ce déve- 
loppement; est a cos x; légalant à la dents du développe- 
ment de sin x,quiest 

ÿ a + 3bx° + 5cxf + 7dx5 + 'etc., 
on aura l'identité 
‘ati Lex > L Er etc.) = a + ARE + 5cxt + ete. 


d’où 
(uen GRO 04 LOC, de abéte 


'HAC 288 


Agissant de la même manière pour cos x, on aura 
cos (x + }) — cos x cos À — sin x sin h. 


Le coeMicient de la première puissance de À sera dans ce cas 
— a sin x, et l’égalant à la dérivée de cos x, il viendra 


\ 


— a(ax ++ bat + cx$ Hetc.) = 24x + 4629 + 6yx$ + etc.; 
d’où 
(2)...2&—=— 0, 4$—=—ab, 6y—— ac,etc. 


Les équations (1) et (2) donnent successivement 








a? b Pal e af a° Le: À 
= — — = — — a C - etc. 
2. Ge 2.3.4? 2 LOL 
Les développemens de sin x et cos x deviennent 
ax a° x 
SN LOL — ———. + ——— — etc., 


159:3 Se PR y 


w 


eh afrf{ 





- — etc. 


COS Lee Eire 
1.2 1:90 04 


Pour déterminer la constante a , nous observerons que quand 
sin Æ 





x tend indéfiniment vers zéro, le rapport tend indéfini- 


ment vers l’unité. En eflet, si d’un point on mène deux tan- 
sentes à un cercle, la somme de leurs parties comprises entre 
ce point et les points de contact sera plus grande que Parc 
convexe qu’elles embrassent ; le même rapport existant entre 
l'une des tangentes et la moitié du même arc, il s'ensuit d’abord 
qu'un arc est plus petit que sa tangente; or Parc est évidem- 





; sin x à 

ment plus grand que son sinus. Donc est toujours plus 
sin T Nude sin æ 

grand que —— , mais plus petit que l'unité. Or —— = cos x: 
tang t lang x 


donc la limite est l'unité quand x tend vers zéro :! done à plus 


(1%) 





| À F4 99 OND À sin gs 
forte raison qui est compris entre 1 Et —— , s'appro- 
| tang x ? 


sin x 





chera indéfiniment de 1 ; donc enfin la limite de est 1. Or, 


en divisant par x le développement de sin x, et faisant con- 
verger æ vers O, on trouye & pour limite du rapport; done 
. a 1, et par conséquent 


3 D 7 
pi va XL ZT 
STILL ——— nas RER NES LT A0 À etc. 
\ EP USA an à 118 4 M S.6 £ 
6 É 


ne x Æ 
etc. 


aus F 4,314 Vlted 41916 + 





Ces formules sont très convergentes pour les arcs plus petits 
qu'un demi-quadrant ; car les termes décroissant rapidement et 
étant alternativement positifs et négatifs, l'erreur commise en 
s’arrêtant à un terme est moindre que le suivant (n° 134) : c’est 
par elles que lon calcule les tables des lignes trigonométriques. 


136. Si on change x en xW/—1 dans le développement de 
e* (voyez page 126), on aura 


LE ES A mé 
1.2 149,0 1.2.5.4 





CT élue ve — etc. 


Comparant cette série avec celles qui expriment sin x et cos x, 
on en conclura identiquement 


eV — cos x + V1 sin #. 
Si dans cette équation on change x en mx, il viendra 
eMV 1 — cos mx + PAM sin MT. 
OrerVri — (er 3 )r — (cos & + V1 sin x)"; 
d’où il résulte , quel que soit m, 


(cos æ + 4/1 sin x) == cos mx + V1 sin mr. 


LR LTESS 


Réflexions préliminaires et Problèmes sur l’ecoule- 
ment des liquides. 


137. Lorsque pendant des temps égaux auelconques les 
quantités de liquide qui sortent d’un vase sont égales, on dit 
que la vitesse de l'écoulement est constante, et par vitesse on 
entend la quantité de liquide qui sort pendant l’unité de temps. 

Lorsqu'au contraire les quantités de liquide qui sortent pen- 
dant des temps égaux quelconques ne sont pas égales, la vitesse 
de l'écoulement est variable. 

Nous allons résoudre plusieurs problèmes en supposant que 
chaque vase est un cylindre vertical dont toutes les sections 
horizontales sont égales entre elles, que le liquide sort par un 
orifice horizontal pratiqué au fond du vase , que la surface su- 
périeure du liquide reste plane et Udtisénhle , que la vitesse 
variable de Pécoulement est proportionnelle à la hauteur du 
liquide dans le vase, et que a désigne la constante par laquelle 
il faut multiplier la hauteur du liquide pour obtenir la vitesse 
correspondante de l'écoulement, 

Cela posé : si la hauteur du fluide dans un vase étant h mètres, 
chaque section horizontale de l'intérieur du vase est q mètres 
carrés, le volume total du fluide sera gh mètres cubes. Désignant 
donc ce volume par V mètres cubes, on aura 


Ni'eSiahE d'où 1h = 
q 

Ains!, le nombre d'unités cubes du liquide contenu dans Île 
vase, divisé par le nombre d’unités de surface de chaque sec- 
tion horizontale de l’intérieur du vase, donne pour quotient Île 
nombre de mètres de hauteur du liquide dans le vase. 

Pour déterminer la valeur de a relative à un vase donné, on 
mesurera la hauteur du liquide dans ce vase; soit À mètres 
cette hauteur; on laissera sortir le liquide pendant lunité de 
temps, en entretenant toujours l’eau à la mème hauteur k; la 
vitesse de l’écoulement sera constante, et si la quautité de fluide 
qui sort pendant cette unité de temps est mètres cubes, alors 


(0867) 


s sera la vitesse de l'écoulement due à la hauteur h du fluide ; 


LU 


4 Ÿ 
on aura #ÿ— «ah, d'où a— -—, On connaîtra donc a. 


h 
La viiesse de l'écoulement à un instant quelconque est done 
la quantité de fluide qui sortirait pendant l'unité de temps st 
a partir de cet instant la vitesse de l'écoulement devenait 
“constante. | 

La valeur de a sera supposée la même dans les vases que 
nous considérerons. | 

Ces hypothèses sont rarement d'accord avéc ce qui se passe 
réellement dans la nature, mais il ne s’agit ici que d’exercer 
le raisonnement des élèves. 

138. 1°° Prosrèms. La quantité d’eau contenue dans un vase 
est p; le liquide.sort avec une vitesse variable proportionnelle 
à chaque instant à la hauteur de l'eau, Combien restera-t-1l 
d’eau dans ce vase après t heures d'écoulement? Toutes les sec- 
tions horizontales du vase sont constantes et éxales à q mètres 
carrés. Pour résoudre ee problème , nous concevrons que lheure, 
prise pour unité de temps, est divisée en n instans égaux; la 

; à : heure 1 
durée de chaque instant sera Ut DONS et les { heures con- 
tiendront tn, instans. Nous supposerons d’abord que Îa vitesse 
de Pécoulement ne varie qu'au commencement de chaque in- 
stant, c’est-à-dire que cette vitesse est constante pendant chaque 
instant et variable d’un instant à l'autre; ce qui approchera 
d'autant plus de fournir la solution demandée, que le nombre 
des instans sera plus grand. Lorsque nous aurons trouvé la for- 
mule générale qui correspond à cette hÿpothèse, nous suppo- 
serons que le nombre x des instans contenus dans Punité de 
temps est infini; la durée de chaque instant devenant infini- 


\ » \% » LA r 
ment petite, nous aurons exprimé que la vitesse de Pécoulement 


varie au commencement de chaque instant infiniment petit, c’est- 
à-dire d’une manière continue ; le‘problème sera done résolu. 

Effectuons ces calculs, et cherchons d’abord comment la quar- 
lité d’eau contenue dans le vase à la fin d’un instant, se déduit 
dé ce qu'il y ayait au commencement de cet instant. Si la quan- 


en RE 


(437 } | 
tité d’eau renfermée dans le vase au commencement d'un instant 
est R, et si la hauteur correspondante du liquide est k, le vo- 


R 


lume R du fluide sera égal à gh, de sorte que = —; la vitesse 
‘ gq . 


af PAL NLEPRE 
constante de l'écoulement pendant cet instant sera — , c’est-à- 
dire que la quantité d’eau qui sortirait en une heure ou en x 
LEA 


: , . aR $ 
instans, si la vitesse restait constante, serait q. ; ce qui sort 


aR il 
pendant un instant est donc —; la quantité d’eau qui restera 
gr 


ù à a 
à la fin de cet instant sera donc R{ 1 — — 
qgn 
(4 
Désignant par b la constante 1 —— , on voit que la quantilé 
D 


q! 

d'eau renfermée dans le vase au commencement d'un instant 
quelconque étant R , pour obtenir ce qui en restera à La fin de 
cet instant, 1l suffit de multiplier R par la constante b. 

Cette dernière propriété conduit à la solution du problème, 
car la quantité de liquide contenue dans le vase au commence- 
ment du 1° instant de l'écoulement étant p, les quantités d’eau 
qui resteront dans le vase à la fin du 1°° instant, du 2°,... du 
tnième, seront pb ,pb°,..., pb". Nommant donc x la quantité de 
liquide qui restera dans le vase après { heures d'écoulement, 


on aura 
A! 
AR SSD ITR LAS Era 
LD =p(: ne) 


Pour trouver ce que devient cette valeur de x quand est 
infiniment grand, c’est-à-dire quand la vitesse varie d’une ma- 





w” 


" L + a nt 
nière continue , on dévelsppera d'abord (: —:) , par la for- 
qn 


mule du binome, et l’on verra aisément que ce développement 
peut se mettre sous la forme 


Ù 
Ht-EE CARRIER 
( eV at, ( < “16 aX 1) 
me ie ————— — 
q Lis 2 q° 


tete 





(.138 }) 
Li) L] . 1 a ' . Lt 
Lorsque n est infini, les fractions - ie etc., se réduisent à 
TI 


À al * 
zéro, et en faisant : — 2, la formule demandée devient 


æ=p(à — a+ À + ete.) 


Or, en désignant par e la base des logarithmes népériens, et en 
faisant x——2 dans la formule (3) (page 126), on trouve 


2° z9 
EP MR the 2 — — ——> etc. 
Gr 2 ES 


Donc enfin, Fe EP 


Cette valeur de x est tres remarquable par sa simplicité; elle 
fournit la solution du problème proposé. 

139. 9° Progrème. On a deux vases ; l’eau sort du premier, 
entre dans le second, et sort du second par la partie inférieure. 
L'eau sort du premier vase avec la vitesse constante v'; elle 
sort du second vase avec une vitesse variable, proportionnelle 
a la hauteur de l'eau dans ce vase. Lorsque lécoulement com- 
mence, le premier vase et le second contiennent respectivement 
p'et p mètres cubes d'eau. Toutes les sections horizontales du 
premier vase sont égales à q' mètres carrés, et celles du second 
sont évales à q mètres carrés. On demande combien 1l restera 
d'eau dans chaque vase, après t heures d'écoulement. 

Dans lé premier vase, il restera (p”— tv") mètres cubes d’eau. 

Pour trouver ce qui restera dans le second vase, on raison- 
nera comme dans le problème précédent, et lon dira : si à un 
instant quelconque, la quantité d’eau qui reste dans le second 


vase est R, la hauteur de l’eau sera —, et la vitesse de Pécoule- 


aR : RE 
ment sera H? pendant cet instant, il sortira — , 1] en entrera 
4 


y M a 
pa donc à la fin de cet instant, la quantité d’eau qui restera 


( 159 ) 
dans le vase sera ñ 
v” . aR | 
(+) ou ni, ou (w+" 
Ainsi, le nombre de mètres cubes d’eau contenus dans le 


second vase au commencement d'un instant quelconque étant 
R, la quantité d'eau qui restera dans ce vase à la fin de cet 


' 
instant sera (Ro + Le. 

Cette propriété générale conduit à la solution du problème; car 
au commencement de écoulement, le deuxième vase contenant 
p mètres cubes d’eau , si la vitesse ne variait qu’au commence- 
ment de chaque instant , les nombres de mètres cubes d’eau qui 
resteraient successivement dans ce vase, seraient 


La 


Fin du 1°* instant pb + - 3 
ñ pv’ (74 v’ 
2° instant (po+)e+ = ps Re + b), 


€ LA (4 
3° instant dre + +n} x BH =ph + (++), 


btn—7 


Fi d tnieme ] st NN EN AIT LUE bas) phte RE ( se 
in au insc. P ps | ès = 2e : EUR 





Désignant donc par x la quantité d’eau qui restera dans le 
second vase, après t heures d’écoulement, on aura 
_— pin 


x = pb + — (=) 


Mais b — 1 — — ; donc 1—b—— 
qn gr 


Substituant cette valeur de 1 — b, on trouve 
/ [4 

Mae do du 

æ=(p a ) m5 di 


Lorsque n est infini, b'" devient e* (n° 138), la vitesse de 
l'écoulement varie d’une manière continue, et le nombre de 
mètres cubes d’eau qui restent dans le second vase après { heures 


( 140 ) 


d'écoulement est donné par la formule ; 





VAN Eu va 
LD MG 





140. 5° Promcèmr. On a deux vases , l'eau sort du premier, 
entre dans le second, et sort du second par la partie inférieure. 
Les vitesses d'écoulement, par les deux orifices, sont va- 
riables et proportionnelles aux hauteurs de l'eau au-dessus de 
ces orifices. On demande combien 1l restera d’eau dans chaque 
vase après t heures d'écoulement. | 

\Nous conserverons la notation précédente, et nous ferons 


a a at at ÿ 


j—— =D, 1—— =D, ——7, — —=32. 


f 


qn qn q q 

On a vu dans le n° 138 , que la quantité d’eau qui reste dans 
le premier vase après t He d'écoulement est pe”. 

Soit y la quantité de liquide qui restera dans le second vase 
après { heures d'écoulement. Pour trouver la valeur de y , on 
supposera qu'au commencement d’un instant quelconque les 
nombres de mètres cubes d’eau contenus dans le premier vase 
et dans le deuxième, soient R'et R ; les hauteurs de l’eau se- 

R’ oh! a 


R 
ront — et —; les vitesses d'écoulement seront —;- et — 


# 


É CRT r , Q ‘ant- 
Les quantités d’eau écoulées pendant cet instant seront A 


aR F Ë 
et — ; donc à la fin de cet instant, le premier vase ne con- 
LL 


tiendra plus que 


aR’ à 
Re) AE 


et le second en contiendra 


Rent ce ou pi in oRs 


ng nq 11q 


Bu Sc pt 
Ainsi, les nombres de mètres cubes d’eau contenus dans le 





premier vase 'et dans le deuxième, au commencement d’un 
instant quelconque étant R'etR, les quantités d'eau aui restent 


(141) 


dans ces vases, après cet instant, sont 
, Va | 1 / a 
Rx 0 et (RX HR sa) 


Ces formules donnant le moyen de passer d’un instant à 
l'autre, on verra facilement que les nombres de mètres cubes 
d’eau qui resteraient dans chaque vase, si la vitesse ne variait 
qu’à chaque instant, seraient 
Au commencement du 1° instant, dans le 1°" vase p{, dans le 2° vasep, 


A VE s a 
Fin du 1°" inst., 1° vase p’h, 9° vase pb + p'—, 
119 


2° inst. , 1°" vase pb’, 2° vase pb? sais ms (b+8 


LCL 
ft! .. Bb 4" RE) 


3° inst., 1°" vase p’h"3, 2° vase por + (b2+bb'+b"2) 


3.0 # 
A —r); 


Fin dn 4° inst., 1°" vase p'h'#, 2° vase pbs le 5 (+ b2b'+ bb'2 + D'3) 


bi 1g4 


fie 
Lie AC TANT qu TE 


Par conséquent, si la vitesse ne variait qu’au commencement 
de chaque instant, les y mètres cubes d’eau qui resteraient 
dans le second vase après in ions seraient donnés par la 


formule LA 

J=plr HT Éémbey 
Mais bi et Vi 
donc LAPS AN EL q 


ose, ed; 0°) forfol 


b'in 
donc. bn. + Pq LL, bta or AE ( 2) nr p'qb" q 
LE BAT gage ge @—g) 


( 142) 


Supposant x n infini, b'* et b'" deviennent e*ete7”"; donc enfin 


—— he — Page SE Hi 
A Carr, q— 
Si les sections horizontales q, q' des deux vases étaient égales, 
b deviendrait égal à D’; et la valeur de y renfermerait des termes 
infinis. Pour trouver la valeur de y, correspondante à Phypo- 
thèse g—q', d’où b—b", on prendra la formule 
ptr — +) 


y = pr HE b— b' 


La O . L] 
Cette valeur de y se présentant sous la forme —, on divisera 
oO 


bb" bar b—b", ce qui donnera le quotient exact. ...., 
pi pe EL psp LR, LD: supposant b—b", ce 


quotient devient {7x . de sorte que la valeur de y est 
bin bti—i — ie 2 btn 
y = pb + Xi phone D Ke 


Supposant n infini, b" devient e, b se réduit à Punité, et 


= (+ a 


141. 4° ProBrème. Un vase rempli de vin se vide par un ort- 
Jice, et ce vase est continuellement rempli par: de l'eau; de. 
sorte que le liquide reste toujours à la même hauteur. Le mé- 
lange de l'eau et du vin se fait continuellement. On demande 
les proportions du mélange après un temps donné. 

Le liquide restant toujours à la même hauteur, la vitesse » 
de l'écoulement est constante; conservant les notations précé- 


Von a 


dentes, on verra que 
y? a; d'où —-—=-— 
q : FAN 
Pour résoudre le problème, on supposera d’abord que les 
proportions du mélange ne varient qu’au commencement de 
chaque instant. Supposant ensuite que le nombre des instans 


| UNE") 

est infini, on trouvera les formules demandées. Effectuons les 
calculs. Si au commencement d’un instant quelconque la quan- 
tité de vin contenue dans le vase est V, la quantité de mélange 


. . . 14 ap 
qui sortira pendant cet instant sera — ou —. Or, sur la quan- 
ing 


Gta 
tité p du mélange, il n’y a que V de vin; les mètres cubes de 


LI 


, . a . PUMA 
mélange ne contiennent donc que DL de vin ; la quantité de 
. n 


vin qui restera dans le vase, après cet instant, sera donc 
VE VE ( Enr) Le vb. 


Ainsi, pour passer de la quantité de vin contenue dans le 
vase au commencement dun instant , à celle qui reste après cet 
instant, il suffit de multiplier la première quantité par b. 

Mais, au commencement du 1° instant de l’écoulement, le 
vase contenait p de vin; les quantités de vin contenues dans le 
vase à la fin du 1°° instant, du 2°, du 3°,..., du tn", sont donc 


pb Spb Aie/pôts. 
Désignant ce dernier nombre par x, on aura 
Tue pb'?. 


Cette formule suppose que les proportions du mélange ne va- 
rient qu'au commencement de chaque instant. Pour que le mé- 
lange se fasse continuellement, il faut que 7 soit infiniment 


grand ; alors b'* devient e—7, et l’on a 


L at vi 

TX — pe >» 2 ——— 

|  EQe  2 
Telle est la quantité de vin qui restera dans le vase après 
t heures d'écoulement. Cette quantité diminue à mesure que le 
temps augmente, mais elle ne peut jamais devenir nulle; /e 

mélunge contiendra donc toujours du vin. 

149. 5°, ProgèmE. On a deux vases, dont l’un ne contient 


( 144) 
que de l'eau, ei dont l'autre ne renferme que du vin pur. L'eau 
sort du premier vase, entre dans le second, se mélange à l’in- 
stant , et sort «inst mélangée. Les vitesses des écoulemens sont 
proportionnelles aux hauteurs des fluides au-dessus des orifices. 
On demande les proportions du mélange après un temps donné. 

Nous supposerons toujours, que les sections horizontales des 
fluides dans le premier vase et dans le second sont q' et g; que 
les nombres de mètres cubes de fluide contenus dans ces vases, 
lorsque l'écoulement commence, sont pet p. Si au commence- 
ment d'un instant quelconque, le second vase contient P de 


mélange, dont V de vin; alors la hauteur du mélange sera —, 


. Fr 7 LA a LA Là 
la vitesse de l'écoulement de ce mélange sera — , et la quantité 


; À | » a a 
de mélange qui sortira pendant cet instant sera — où — X P 


nq 11q 


[ne Là L4 LJ € 
Mais P du mélange ne contient que V de vin pur; done — X P 
| nq 


a ; 
du mélange ne renferment que pe X V de vin. 
nl 


De sorte que le vin qui reste dans le second vase au com- 
« 
mencement d'un instant quelconque étant V, le vin qui reste à 


la fin de cet instant est (= v) ou bV. 


Ce résultat étant le même que dans le problème précédent, 
on en conclura que le nombre de mètres cubes de vin qui res- 
tent dans le second vase après { heures d'écoulement est pe2. 
De sorte que la quantité de vin qui reste dans le second vase est” 
la méme que s'il wentrait pas d’eau. On concoit que cela est 
possible, car si d’un côté l’eau qui entre accélère la vitesse de 
écoulement, de l’autre elle diminue la proportion de vin du 
mélange; et le calcul démontre que la compensation est exacte. 
Les quantités de fluide qui restent dans chaque vase sont don- 
nées par les formules du n° 140. 


(145) 
Problèmes sur les Maxima et les Minima. 


143. Progcème. Partager un nombre a en deux parties dont 
la somme des carrés ou des racines carrées soit maximum ow 
minimum. 

1°, La somme des carrés est x'+ (a— x) ou 2x°—9ax+ a. 
La première dérivée donne l'équation 4x —2a—0o, d'où 


1 RL er ., L 
va. La seconde dérivée étant positive, la somme des carrés 


ut fist / 
est un minimum pour T — À &. 


2°, La somme des racines carrées est 


VT+V'a—x. 
Egalant la dérivée de cette fonction à zéro, il vient 
1 


—0:! d'où x. 


I 1 
aVz aVarx rte 


MT 1 
La seconde dérivée est — 


1 
OP TE TE ET TP AT TES U ee 
4xV/x 4(a—x)Va—x 
1 AN | : 
et comme x — 29 la rend négative, on a un maximum. 


Dans ces deux cas les deux parties sont égales. 
144. Progrème. Trouver le maximum l'aire d'un triangle 
dont on connaît un côté a et le périmètre cp. 


Cette aire a pour expression Vp(p—a)(p—b)(p—c).Ti 
faut donc connaître le maximum du produit (p—b)(p—c), 
sachant que b+c—op—a; ce qui réduit ce produit à 
(p—b)(a+b—p); b étant la variable, la dérivée sera 
(p—b)—(a+b—p) qui égalée à zéro donnera 

ke h: 1 
b=p—-a, et par suite o—p—-a. 
Le triangle a done les deux côtés cherchés égaux. 

145. sue Trouver le minimum de Va totale ou du 

voluine d'un cône droit circonscrit à une sphère donnée. 
10 


| (146) 


Soit a le rayon de la sphère et x la hauteur du cône ; la sur- 
face totale du cône ( fig. 10) aura pour mesure 


mAN.NXE7AN, ou 7(2AN+AN.MX). 
: Orona AN:BM::AX:MX, ou AN‘:a::x:V/x— ar. 


Substituant , la surface conique totale deviendra 


AE: : Lib ch 
X?— 9QX 


Pour en trouver le minimum, divisons par za et réduisons ; 


3 


Ne D si 


- UOU = 
X?— 24X TX — 2 








il vient 


La dérivée égalée à zéro donne 2x (x — 24) — x° =0, ou 
x — kax 0; d'où x —4a, car x—0 ne peut convenir. 

La seconde dérivée deviendrait positive en y faisant x—#4a; 
on a donc un minimum. Les valeurs correspondantes sont 


BX—3c, XM—aV/8, AN—ay/2, NX—3aV 0. 
2°. Le volume du même cône aura pour mesure 


—— 2 
F7AN.x Fax Fox? 
Mg 0 


3(x°— 2ax) ? ba 3(x — 2a) 


Varie TL 
Il faudra donc encore trouver le minimum de -— 


T— 20 





; CE qui 
éonduira aux mêmes résultats. 

146. Proscème. On donne un levier dont le point d’appui est 
À (fig. vi), et auquel une force connue P est appliquée perpen- 
_ diculaïrement à la distance AB —àa ; le poids du levier est de b 
pour une unité de longueur ; on demande en quel point il faut 
appliquer une force X minimum, qui produise l'équilibre. 

Soit k le point cherché , et Ak —zx. Le poids du levier ter- 
miné en k, sera bx ; et pourra être considéré comme appliqué 


au milieu M de Ak; on aura done pour léquilibre, l'équation 


| TL Pa, br 
b 2e X. Pour x == + HE 
PO APE NC à x, doù rare 
Pour que X soit un minimum, il faudra faire 
— Pa  b pas ot ve 2Pa 


LT, 0; d'où L'—= —— 
x 





147. Progrème. 7'rouver entre deux points lumineux, le point 
le moins éclairé de la droite qui les joint. 

Soient m° et n°, les intensités des lumières A et B, à l'unité 
de distance : Soit a la distance entre les points lumineux , et x 
celle du point cherché au point A. 

L’intensité d’une lumière variant en raison inverse du carré 
de la distance au point éclairé, la somme des intensités des 
deux lumières sur Île point cherché, sera “ 


2 


UE + 


2 
ZT 


expression dont il faut avoir le minimum, ce qui donne 


Mt 0 2h 
EE AS 
ou nx—m(a—x); d'où (a—x)W/m =xy/n* 





1 
Lorsque m—n, on trouve x ne vé 


IL est facile de s'assurer que cette valeur de x détermine un 
minimum. dr 

148. Progcème. 7rouver le maximum du produit de m fac- 
teurs dont la somme est donnée. 


10.. 


( 148 ) 

Nous avons vu que dans le cas de deux facteurs , il fallait qu'ils 
fussent égaux. Or, si les m facteurs n’étaient pas égaux dans le 
cas du maximum de leur produit, on pourrait en prendre 
_ deux d’entre eux inégaux, et les rendre égaux sans changer 
leur somme, le produit serait alors plus grand qu'auparavant ; 
il n’était donc pas le plus grand possible. Sa plus grande valeur 
correspond donc à légalité de ces facteurs; ce qui en détermine 
la valeur. 

149. Pro8rèmEe. Trouver le‘maximum ox le minimum de 
la somme des puissances d’un même degré donné m de quan- 
tités variables a ,b,c,....,k, dont la somme est constante. 

Nous avons vu, n° 42, que quand il n’y avait que deux quan- 
tités , il fallait qu’elles fussent égales , et que la somme de leurs 
puissances du degré m1, était un minimum quand m était positif 
et plus grand que l'unité, ou avait une valeur négative quel- 
éonque; et qu’elle était un maximum quand m était positif et 
plus petit que Punité. Il est facile d’en conclure que le maxi- 
mur et le minimum ont lieu dans les mêmes circonstances, 
quel que soit le nombre des quantités a, b,....,k: c’est ce 
que lon fera voir en démontrant par un raisonnement déjà 
employé précédemment, qu’il est impossible que dans le cas 
du maximum ou du minimum, il y ait deux de ces quantités 
inégales. 

150. Prosrèmr. Trouver le maximum de l'aire d’un triangle 
doïit on connaît le périmètre 2p. 

L'expression de l'aire sera ; en appelant x et y deux des:côtés, 


VP(p—zp=-"(x+y— p) 
il faut donc avoir le maximum de (p—x) (p—y)(x+y—p}. 
Les deux dérivées partielles égalées à zéro , donnent 


—P—)) &+s—p)+Hp—x)(p—y)=0, 

—(p—x)(x+y—p)+{p— x) (p—y)=0; | 
d’où l’on conclut immédiatement p—y=—p—x, ou y—=x. 
Reportant dans l'une des deux équations, il vient 


o 


: 2 
r=+, et par suite = Pr =T 
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Le triangle est donc équilatéral , et on s’assurera, comme dans 
les cas précédens , qu’il est maximum. 

151. Proscème. 7 rouver le maximum du volume d'un paral- 
lélépipède dont la somme des arêtes contiguës est une con- 
stante a. 

Soient x,y,2 ces arêtes, on aura x+y+z=a, 
et le volume xyz deviendra æy(a—x— y). 

Les deux dérivées partielles égalées à zéro conduisent à 


Y(a—x—y)—xy=0, x(a—x—y)—xy—o. 


La simple inspection de ces équations donne y=%x, et 
substituant dans l’une des deux , il vient 


x(a—2x)—2x—=o, ou ax—3x—=0o; d'où 


rez, et par suite Le NS 
Le parallélépipède est donc un cube. 
Les secondes dérivées feront voir facilement qu'il est un 
maximum. 
159. Prosrème. Partager un nombre connu a en trois parties 
x }> É—x—y, telles que le produit x"y*(a— x — y} soit 
maximum où minimum. 


Les deux dérivées partielles par rapport à æety, étant éga- 
lées à zéro et réduites , donnent 


m(a—t— y)—prx=0o, n(a—x—y)—=py—=0; 
: Re ma na pa 


—… D mme AV ——, 
m + m£Entp'ŸT ‘m£En£p’° ee mnEp 
On voit donc qu’il suffit de partager le nombre donné a en trois 
parties, qui soient dans le rapport des exposans, m,n,p. 


En formant les secondes dérivées, on reconnaitra qu’elles sa- 
tisfont aux conditions du maximum. 





Lorsque m— n —p, les trois parties sont égales, et on re- 
tombe sur lexemple précédent. 


153. Progcèmr. Trouver le maximum du carré du produit des 


({ 150") 
racines supposées réelles de l'équation du troisième degré dont 
les deux premiers termes sont x°+px. 
Soient a, b, c, les trois racimes , on aura 


» 


a+b+c—=o, ab + ac + bc —p. 


Pour trouver le ‘maximum de a?b°c°, on égalera à zéro sa dé- 
rivée par rapport à a, ce qui donnera, en observant que abc ne 
peut être nul dans le cas du maximum, c++ acb' + abc —0. 
L’égalant à zére et dérivant les deux équatioms données, on aura 


bc + acb° + abc = 0, 
LD be En 


b+ ab +ek+ac+ be+ cb 


O. 


Eliminant b’ etc’, on treuve a = c. Reportant dans les deux 
> E 
premières, on obtient les trois valeurs suivantes : 


Formant la seconde dérivée de a*b°c° et y reportant ces valeurs, 
elle sera négative; d’où l’on conclura que ie produit a*b°c* est un 
maximum. Si donc on désigne par q le dernier terme de lPéqua- 
tion proposée, le carré de ce produit sera plus grand que g°, 
qui est le carré du produit des racines, ou fui sera tout au plus 
égal. Les racines ne seront donc pas toutes réelles, si lon a 


LA A 3 


g> De Von g > 7 , ouenfin 4pÿ+ 27g°>0. 





Teleest; en ellet, la condition connue pour que Péquation 
L° pt Hg = 0, ait deux racinés imaginaires. 

154. Progrèmr. Zrouver l'aire maximum du rectangle in- 
scrit dans untriangle donné. 

Soient ABC ( fig. 12) le triangle donné, a, b,c, les côtés op- 
posés aux angles À, B, C; À la hauteur A , et x, y les côtés du 


| 


WADE} 


rectangle inscrit, ôn aura | 
VAR VIDE ,c, tm AP. e 


Or, BE+ AC = c; substituant les valeurs de AE et BE, tirées 
des deux proportions, il vient 


+ ec; d’où ay “+ hx = ah. 


Pour trouver le maximum de xy, on aura, en notant tou- 
jours les dérivées par des accens, ÿ + xy—0. 

Dérivant l'équation donnée, on a ay” + h—0 , et éliminant 
y',il vient 


Yÿ— F9; d'où ay—hx, 


équation qui , jointe à ay + x = ah, donne 2hx = ah ; d’où 
a Ë h ah ne 
RE et par suite y — re et l'aire sera Er moitié de celle 


du triangle. 
Le signe de la seconde dérivée de xy, fera voir que ce pro- 
duit est un maximum. ATX \ 
155. Pnorcème. Trouver la plus courte et la plus grande 
distance d’un point à un cercle donné dans le même plan. 
Soient a, b, les deux coordonnées du point, x° + 7° -—R° 
l'équation du cercle, et x, y , les coordonnées d’un quelconque 
de ses points : il faudra trouver le maximum et le minimum de 


(x— a) + (y — Bb)"; ce qui conduit à 

(x — à) + (y — b) y’ + D) 

y’ étant la dérivée d’y. 
Or , l'équation du cercle donne x+yy x o. 
Eliminant y’, il vient 


* 


sa (y, 


d’où | — ay +bx=0, 


4 
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équation qui, jointe à x° + y° —R?, donne 
non ak ANG ER ; 
Var Verre 


Les signes supérieurs déterminent un minimum et les infé- 
rieurs un maximum, lorsque a et b sont positifs; c’est ce que fait 


… voir le signe de la seconde dérivée de (x—a)+(y—b}. Les 


deux points construits sont les intersections du cercle et de la 
droite, menée par son centre et le point donné. 

156. Progcèmr. 7rouver le maximum du volume d'un cy- 
lindre dont on {connaît la surface totale m°. 


En désignant le rayon de la base par R et la hauteur par À, 
on aura 


(1)...97R + 97Rh = 7mn*. 
Le volume aura pour expression rR‘h. Prenant les dérivées, 
il vient 
2RR°A +R —o, 2RR'+RA+R—= 0. 


Eliminant R',on trouve (2)...h— 2R. 


Les équations (1) et (2) donnent 


R= mm Vi et À MOVE 
37 
Le volume 3R°A devient ‘m° FAR 
54% 


On verra, comme précédemment , que ce volume est maximum. 
.157. ProsrÈème. 7 rouver le maximum du volume d'un cône 
droit dont la surface totale est m°. 


Soient R le rayon de la base et x l’apothème , on aura 


(1)... FR + 7Rx = mm. 


VAN. ar 
Le volume aura pour expression 3 aR V'x—R?. 


(153) 


La dérivée égalée à zéro, donne 
2R' (x°— R°) + Rx — R'R’ — 0. 


Dérivant l'équation (1),ona 2RR°+R+HR'x—0o. 
Eliminant R’, il vient : 3R° — x° +oRr— 0; 
équation qui , jointe à la première, donne 


m “he 3m 
2Vr NS 


d’où l’on voit que ce cône est semblalle au cône minimum cir- 
conscrit à la sphère (n° 145). 


\ 


T'heoremes sur les quantités moyennes. 


158. On appelle moyenne entre plusieurs quantités, toute 
quantité comprise entre la plus petite et la plus grande. On 
donne le nom particulier de moyenne arithmétique entre m 
quantités, à leur somme divisée par m; et de moyenne géomé- 
trique, à la racine m'°"* de leur produit. 

159. Taéorbme. Soient des fractions quelconques à termes 


positifs 
(RE exe 


NE ru 
b ? b' ? FL 


/ # 
la fraction (1). HE rep 


sera moyenne entre les premières. 

En effet, supposons ces fractions rangées par ordre de gran- 
deur, et soit g le quotient de & par b; on aura 

a bd; abat a rebiqu 
d’où 
, #} 

LUE MAN) on CRE 

+ + > q(b + + RON DEL DER > q 


La fraction (1) est donc plus grande que la plus petite des 
proposées. On prouverait semblablement qu’elle est plus petite 
que la plus grande ; elle est donc moyenne entre elles. 


( 154 ) 


dira: 


€ 
be 


CororLaIRE. Les fractions, 
étant respectivement égales aux suivantes 
dæ Ua 
ba 2 À us ? b'a" 7 
aa+ aa +a'x"... 
be + b'e + ba 


GE 
sera encore moyenne entre les premieres, BP po proie. 


la fraction 


# 


Corozramme. Si b—D"=1b"—...—1, la moyenne précédente 
devient 


ao + a'a! + a'a + 


a+ La... 
éé qui prouve que aä+a'a a+... est lé produit de 
a x'+ "+... par une moyenne entre les quantités a, 
a”, à”, etc. 
Cororzarre. On peut encore déduire de ce qui précède que 
b+b/ pb ee 
Fe V'aa'a”... est moyenne entre les quantités 
b!// 


ue 2 V/a" , etc. 


ti 


En effet, posons ame = my, 4", — mm SM 
æ a a" 
les racines Va, V/&..., deviendront m?, ne rs 
On AN PP est moyenne entre she etc 
L BAD ET LD 1 b? D’? L"? °# 
a+ a + «"... æ a a” 
donc mo + SE RS est moyenne entre m°. m?'. F4 etc. 


Repassant des exposans fractionnaires aux radicaux, et rem- 
Ë CES LAON, ARTE 





A ONE t ë ï 
plaçant m ,m ,.. ARR a,a'...,i1l s'ensuit que age". 


br 


est moyenne entre VA vs Va, etc. 


C199 ) 

_160. Tuaéorème. La moyenne arithmétique entre un nombre 
quelconque de quantités est toujours plus grande que leur 
moyenne géométrique ; excepté lorsque toutes ces quantités 
sont égales, auquel cas les deux moyennes sont égales entre 
elles et aux quantités elles-mêmes. 

Soient les m quantités a, b,c,...,k. Si lon conçoit qu’on en 
fasse le produit, en laïssant leur somme constante , nous avons vu 
que ce produit sera le plus grand possible quand elles seront 
égales entre elles, et par suite égales à leur moyenne arithmé- 
tique. Or Îa racine m*"* de leur produit se trouve alors égale à 
Pune d'elles, ou à leur moyenne arithmétique; et dans tout 
autre cas ce produit étant moindre, sa racme m'°"* au lamoyenne 
géométrique sera moindre que la moyenne arithmétique. 

161. Tuéorème. La moyenne arithmétique entre les m puis- 
sances d'un même degré à*, D, €, ...,k*, est plus grande que 
la puissance du même degré de la moyenne arithmétique entre 
a, b,c,...,k, lorsque x est positif et plus grand que l'unité, 
ou Héeuf et M es elle est plus PE lorsque x est po: 
sitif et moindre que l'unité. 

En effet, supposons que a + b+-c4... +R reste constant; 
nous avons vu (page 148) que la somme ab + © +...+R* 
sera la plus petite possible quand on aura a b=—c—...—k#. 

Si x est négatif, ou si x est positif et >1, la moyenne arith- 
métique entre les quantités a*, b*,...,k° sera égale à une d’elles 
ou à la puissance x de la moyenne entre a, b,...,k; d'où il 
suit que quand ces dernières quantités ne seront pas égales, la 
somme @a°+-b®+c®+...4Rk", devenant plus grande, on aura 


a + br Hot. ke s (EE 


mt mr 


Si lon avait x positif et <[?, on sait que la somme.... 
a+ bT +... +R serait la plus grande possible quand... 


a—b=c—...—k; d'où i! suit qu'on aurait dans ce cas 


et 


m m 
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162. Nora. On considère souvent des moyennes arithmé- 
tiques de la forme À 


ma nb Æpe+...+ sh 
mn+p+...+s ? 


elles semblent au premier abord différer de celles dont nous 
ayons parlé; mais il est facile de voir qu’elles n’en sont qu'un 
cas particulier, et qu’elles proviennent de ce que m des quan- 
tités données se sont trouvées égales à a, n à b,ete..., et la 
formule précédente représente toùjours leur somme divisée par 
leur nombre, lorsque m,n,p, ..,s, sont entiers. S'il Sen trou- 
vait de fractionnaires, on les ramènerait immédiatement au 
cas précédent en multipliant les deux termes de la fraction 
totale par le produit des dénominateurs : on verrait alors faci- 
lement entre quelles quantités cette fraction est moyenne arith- 
métique, 


Les mêmes considérations s’appliqueraient aux movennes 
géométriques de la forme 


LOLEE PU En ONE ET 


V'a"bncr... kr. 


nan de certaines fonctions, d apres une de 
leurs propriètes caractéeri stiques. , 


163. Prosrèmr. 7rouver une fonction @ (x), telle que l'on ait 


Gi)... +y)=e(x)+o (y), 
quels que sotent x el v. 
Supposant y —x, Péquation (1) devient 
p (2x) = 29 (x). 
Supposant ensuite y— 2x, elle devient 
p (3x) = (x) + (2x) — 3p (x). 


En continuant ainsi jusqu’à ÿ —(m—1)x, on aura pour toute 
valeur entière de m, 


p(nx)= me(x). 


(157 ) 
_ Or, le prémier membre ne changeant pas quand on remplace 
m par æ et x par m, le second membre doit jouir de la même 


propriété. Il faut donc que la fonction @(x) scit d’une forme 
telle que lon ait 


sis p. » 4 g(x} __ p(m) 
mxXp(rx)—=xxX(m); d'où RUE 


g (x) 


Il suit de Ïà que —— est constant , puisque rien n’empèêche 
9 #5 r 


de laisser m invariable, en donnant à x toutes les valeurs pos- 
sibles. Désignant donc cette constante par @, on aura 


2x} 0x. 
f 


RÉCIPROQUEMENT , toute fonction de la forme ax, jouit de la 


propriété demandée, quelle que soit la constante a et la variable 
x, Car on a identiquement 


a(x+y)=ax<+ay. 


164. Prosième. 7 rouver une fonction telle, que l’on ait iden- 
tiquement 


p(xy) = (x) X p(y). 


Faisant d'abord y—x, onaura @g(x*)==[@ (x) ]". 
Supposant ensuite y ==x*, il viendra 


px) = (rx) X 9 (x) = Lex) l°- 


En continuant ainsi jusqu'à y — x"7", on obtiendra léquation 
générale 


e(x)= [6 x) Je 
Posons maintenant x — a”; l’équation précédente deviendra 
? (a) =[e (e”)]". 


Le premier membre ne changeant pas, quand on remplace 
y par m et m par y , il en doit être de même du second; d’où 


Pon conclut 
Le(a)]" = [é(a") 7: 


(158) 
Faisant fa") =@, il vient 
[ ? (x) FF ca 0 VUE “ai d’où ® (x) mes 


La fonction cherchée est donc de la forme x”. 
RécrPROQUEMENT , quel que soit n, cette forme convient à la 
condition proposée , car on a identiquement 


(x y)" = x"y*. 


165. Proscèmr. Trouver une fonction telle, que l'on ait iden- 
tiquement 


e(@+y)=9 (x) Xe (y) 
Soit y—zx, ontrouvera (2x) —=[@(x)]* 
Faisant successivement 
Y—=2X; Y—3X, : + y=(m—i1)x; 
on obtiendra l'équation générale 
p(mx) = [e(x)]".. 


_ Remarquant que le changement de m en x et de x en m n’al- 
tère pas le premier membre , on en conclura 


Le(x)]" = [e(m)}f; 


d’où , en prenant les logarithmes des deux membres dans une 

base quelconque , | 
m log (x) = x log g(m); 

ce qui donne 

logo(x) __log.g(m) 

D NA ATEN BEL DE 

Le premier membre de l’équation est donc constant, quel 

que soit x, puisque m est un nombre qu’on peut laisser inva- 

. riable ; nommant à cette constante, on aura 


log@{(x) = ax; d'où p(x)—b", 


b désignant la base du système de logarithmes que l’on a choisi: 


(159) 
Si l’on fait b° — À, il viendra 
? (x) IA, 
RicrPROQUEMENT , toute fonction de cette forme satisfait à la 
condition proposée ; puisqu'on a identiquement 
Aït) = ATX A7. 


166. Prosrème. 7 rouvér une fonction telle, que l'on ait iden- 


tiquement p(xy) = 9 (x) + (y). 


Faisant successivement 
Vti VE 2Tr ess VE Mme ÈT 
on parviendra à l'équation 
(x") = me (x). 
Posant x — @’, il vient 
p(a") — me (a). 


Observant que y et m entrent symétriquement dans le premier 
membre, on obtiendra , en les substituant l’un à l’autre dans le 
second membre, 


me(a)= ye(a"); 
d’où al ZE Pen) di 
y m 
c désignant une constante. Il en résulte 
g(a)= cy. 


Remplaçant a’ par x, et y par log x, on a 
(x) — clog x ; 


a étant la base du système de logarithmes. 
RécrrroQuEMENT , quels que soient a et c, la fonction clog x 
satisfait à la condition donnée, car on a toujours 


€ log (xy) = clog x + clog y: 


(2160 ,) - 
» LL 
Problèmes divers. 


167. ProgcÈmr. On a partagé une certaine somme entre m 
personnes ; la première a reçu une quantité connue a, plus la 
nie parlie du reste : la seconde a reçu 2a, plus la n'è"e partie 
de ce qui reste, après avoir prélevé ces 2a outre la première part: 
la troisième a reçu 3a, plus la n°"° partie du nouveau reste; et 
ainsi de suite. On. demande la valeur de la somme en ques- 
tion, et la condition pour que toutes les parts soient égales, et 
que la somme se trouve entièrement épuisée. ; 

Soit x la somme cherchée , et y: , Ya, V3, -.., Ym; les diffé 
rentes parts; d’après la loi donnée pour la formation , on aura, 
pour deux parts consécutives quelconques, l’une du rang p, 
l’autre du rang p +- 1, les deux expressions suivantes : 


Je LPO — Yi Ya — Y3—.. Set D 


Wrr= Pa = 


? 


oui ee (pt )ecte PU SE 


nl 
Retranchant la première de la seconde, on trouve pour différence, | 
a+ Y» + Je DS RE NN \ 
a — or Egalant cette différence à zéro, il vient y, —(n1—1)4; 
- n 


d’où l’on voit que la condition nécessaire et suffisante pour l’éga- 
lité de toutes ces parts, est qu’elles aient chacune pour valeui 
(ñ — 1)a. Mais pour que la somme x soit entièrement épuisée 
après la m°"* part, il faut que celle-ci se réduise à ma ; car s'il 
restait encore quelque chose après avoir prélevé ma, cn n’en 
prendrait que la n“"° partie, et il y aurait encore un reste 
après la mi" part. Il faut donc, pour satisfaire à la fois à cette 
condition et à celle de l'égalité de toutes les parts, que Pon ait 
(n—1)a— ma, ou n—1==m. Quand cette condition sera 
remplie , on aura facilement la valeur de x, en multipliant une 
des parts par m; ce qui donnera x— am. 

168. Progzème. Trouver la valeur d'une somme que lon par- 
tage entre m personnes, de manière que la première aït a, plus la 


N 
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n°" partie du reste ; la seconde 2a, plus la ni?" partie du reste, 
et ainsi de suite, sans que l'on assigne aucune relation entre 
Les différentes parts. 

Soit encore x la somme cherchée et ÿ,,ÿ:,...., Ym> 508 
diverses parties. Pour connaître la manière dont les parts peu- 
vent se déduire les unes des autres , prenons en deux consécu- 


tives quelconques, YpIYp#15 NOUS aurons pour ieurs expressions 


TX pa — Dec des à Re EE 1 
Dre DOS cs US TR ! a Eur mir » 


SP D de Ben a me 


12 





4 


Prenant leur différence , il viendra 
ANTENNES RE. a + Yp * 
cu fs Diem é PRritc impr oh 
d’où NY p4r — Yp ENT A —ÿp; 


; n 
ce qui donne Loue (sn — 


TU HE 


Partons maintenant de la dernière part, qui devra être ma pour 
que la somme soit entièrement épuisée, et exprimons toutes les 
parts précédentes, au moyen de la loi que nous venons d’observer 
entre deux parts consécutives quelconques; il suflira ensuite d’en 
faire la somme, pour connaître la valeur de x. Représentant, 


| PUS 
pour plus de commodité , TT Par k, on aura successivement 
Le 


Ym— MA ;, 

Yi = Rÿm—a—=hkma— a, 
Yo = kYmx—0—=Rma—ka— a, 
Ym3 = RYma a = kma—ka—ka—a, 


L ° 


Yan (mn) = a = Rime Ra Ra a hat: 


Ces valeurs de ÿ1, Ya ÿ33 + » Ym peuvent être mises sous la 
11 
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} 


km; 


— RTUIma — a + 
D k—1 7? 


forme suivante : 











ke? PR 
4 = Km a — a | —-—— 
Yo k— 1 7? 
ÿ k2 CT 
la k°mA —a@ ) 
J'me Eur ; 
VA RG Et 
Ym = MA. 


Faisant leur somme, on aura pour x la valeur suivante : 





K2 x le km—s 2—9) 
z = ma(itk + kr... + mi) a — af + Te 
AA nr RP 
Remarquant que 1+k + k +... HR — a , ct que 
| | | RES 
m—2 


— 1 
BR HRL ... LR = R TT)» On aura 





Ro — DA Ra (ns 2e 


2 en 


x = ma SA Len 
kR— 1 (R— 1} ka" 








Remplaçant k par sa valeur , 1 vient en réduisant 


sr AE À 


n A+ | 11 tr) 
m(——) — (nm + (2) +} 
ES ] 
n — 1 
Telle est la formule de la somme cherchée, quels que soient 
m et n. 
Si l’on demandait que toutes les parts fussent égales, il fau- 
drait , d’après le problème précédent , que Pon eûtn—1=m, 


et la formule ci-dessus se réduirait à x = am”°, comme nous _ 
avions déjà trouvée dans ce cas particulier. 
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169. Les intérêts d’une somme se cumulant à chaque instant, 
il est évident que si Jon doit un intérêt R à la fin d’un an , On 


R R 
aurait du désavantage à payer au bout de 6 mois, et — à Ja 
2 


fin de l'année, parce que le premier paiement aue lon ferait au 
milieu de l’année, porterait intérêt pendant les 6 derniers mois, 
et l’on se trouverait avoir payé réellement plus que R au bout de 
l'année. Si, au lieu de partager l'intérêt total en denx paiemens, on 


le partageait en trois , en quatre , et ainsi de suite indéfiniment , 
le prêteur aurait de plus en plus d'avantage à cette division du 


paiement, et l’on peut se proposer de calculer la imite de cet 
avantage en supposant que le nombre des paiemens tende vers 
l'infini; c’est ce qu’on résoudra de la manière suivante: 
Prozèmr. Trouver la limite de ce que devient un capital «* 
après n années, en supposant que lintérét de Ÿ* par an est 


que l'année est divisée en d'instans égaux, que l'intérêt 
1 
r 
de 1* pendant un instant quelconque est D que l'intérét 


s'ajoute à la fin de chaque instant au capital pour porter intérêt 
pendant l'instant suivant, et que le nombre A'tend'vers l'infinr. 
st 
l'éva 9 ’ Ù KT 
L'intérêt de 1* pendant un instant étant > lintérêt du ca- 
F a 0 ar 21 
pital &æ* pendant le 1°* instant est —— ; de sorte qu’à la fin du 


à ? 


| + 
: à ar 
1° instant, ce capital vaut af + "Ne où af XX (i+ #2) Par 


conséquent, le capital a” vaudra, à la fin du 9° instant 


A2 ; r \5 
ar x C -- 5) , à la fin du 3° instant are (: +3) 3 reset 


à la fin de la nie QI ou de d'nrinstans, le ‘capital ff vau- 


dra. a" x (a + ©, Désignant cette dernière valeur par æ, ou 


aura LA: 
Y nm 
MATE a L hu $ 
( +5) 


: Pour ‘obtenir la valeur de x corréspondante à d infini, on 
Fix 
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développera d’abord la puissance indiquée, ce qui donnera 


L 


Te {: + Dn + CtReD (5) +etel. 


Cette valeur de x revient à 


ai 1 nr + (np + Le 2 n—;)(n—5 F'æetef. 


| De RÉENT EE UE  L 
Supposant à infini, les fractions jp j” elc., se réduisent 
à zéro, de sorte que | 


fu n°r nirt 


se (i nr + nt EP + ete). 


. Or, d'après la formule (3) (page 126), la série qui multiplie & 
exprime le développement de e*’, On a donc x = ae”. 

170. Progrème. On propose de démontrer qu'il n'existe que 
cinq polyèdres réguliers. 

Soient, x le nombre des côtés de l’une des faces d’un po- 
lièdre régulier, y le nombre des angles plans qui forment. 
chaque angle solide de ce polyèdre, et z le nombre de ses faces. 
Si l’on inscrit une sphère dans le polyèdre, et si lon mène des 
plans par le centre de la sphère et par les différens côtés des 
faces du polyèdre , ces plans diviseront la surface de la sphère 
en z poligones sphériques égaux qui auront chacun x côtés ; il y 
aura ÿ augles des polygones sphériques qui concourront en un 
même point; et comme la somme de ces angles est égale à 4 


L] Æ . 
angles droits, chacun d’eux vaudra — d’un angle droit; les x an- 
gles intérieurs de chaque polygone sphérique , vaudront donc 
x À : : 
— d’un angle droit. Or, en prenant l’angle droit pour unité 
r , 8 P 


d'angle, et le triangle sphérique tri-rectangle pour unité de 
surface , la surface de tout polygone sphérique a pour mesure, 
la somme de ses angles intérieurs, moins le produit, de deux 
angles droits par le nombre des côtés du polygone diminué de 2, 
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et La surface de la sphère est égale à 8 (*); la surface de chaque: 


: : TL 
polygone sphérique est donc égale à _. —2(x— 2), ou à 


/ 
&x 
— — 2x ++ 4; et comme la somme des surfaces de ces z poly- 


gones forme la surface totale de la sphère, on a 
4y 


(E—or+a):=s; d'où ‘(1)}...2—=— — : 
»” 2X — (x — 2) y 

Les valeurs entières positives de x, y, 2, qui satisferont à 
cette équation, détermineront les polygones réguliers deman- 
dés. Cherchons ces valeurs; x et y étant positifs, pour que z 
soit positif, il faut et il suflit que 








2x 
x—9f 





(T-2)y<2x; d'où y< 


Or, il faut au moins trois côtés pour former une face, et trois 
angles plans pour composer un angle solide, done æ > 2et 
y >2. Les deux limites de ÿ exigent que 


2X 





3; d'où x<6. 

Luvp TR | < 
On ne doit donc assigner à x que les valeurs 3, 4,5; les va- 

leurs correspondantes de z , déduites de l'équation (1), sont 


4ÿ LS TS 
6— y? &— y 10 — 3y À 


Par conséquent : 1°. On ne peut combiner avec x—=3, que 
y=3,y—=4, y=5; les valeurs correspondantes de z sont 
4,8,20; ce qui détermine le tétraèdre, Voctaèdre, et lico- 
saèdre ; toutes les faces de ces polyèdres sont des triangles équi- 
latéraux, | 

2, Avec æ=—=#4, on ne peut combiner que y—3; ce qui 
donne z — 6. Cela fournit le cube dont les six faces sont des 
carrés 





{*) Voyez la 4° proposition du 9° livre dela Géométrie de M. Legendre. 
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3°. Enfin, lorsque x — 5, le dénominateur 10 — 5y devant 
- être positif, il faut que y—3; d’où z— 12. Cela détermine 
le dodécaèdre, dont les douze faces sont des pentagones ré- 
guliers. ; 
Il n'existe donc que cinq polyèdres réguliers, savoir : le té- 
traèdre , le cube, Voctaèdre , Vicosaëdre et le dodécaèdre. 
171. Progrimx. Déterminer la somme des puissances sem- 
blables des termes d’une progression arithmétique. 
Soient a,b,c,d,...,k, 1, les termes de la progression, 
et à la raison ; on a 


b=a+d, c=b+d, d=c+d,..., l=k+o; 
d’où 
ï À 
D am mam—s d' + Lm'm— 1)am—-2g3 + Srm—) (mr mojanm—3S + ete. 
2 


1 ï 
cn = bn + mbm-id 4 cm(m—3)bm-29s + GUN — 5) (m—o)bm-355 Letc., 
3 : 


4 e 
- e 


1 NE q 
nm = Am mhm-id4—m(m—1)A"-2d3 mn — 1) Gn—a)km-393 + ctc. 


Ajoutant ces équations membre à membre, et désignant par 
Sm> Sms Sms, etc., les sommes des puissances m, M1, 
mm—2, etc., des termes de la progression, on trouve 


m NUS 
Sy — a" = Sa Im + MAS mn y—Îmes) —- Sn LU or ES ma—ên 2) —+- elc. 5 


d'où 


ï I 1:)d . 

Ses — di Cu sr (es a) en ni) es (Emo — mes) elc. 

Cette dernière formule fait dépendre S,_, des puissances 
Anférieures Suis ; Sm3 + + + 3 Dos D > Doc 

Exemeze. Pour obtenir la somme des m— 1" puissances 
des 7 nombres naturels 1,2,3,..,,n, on fait 

ass NO Ur MES 

ce qui conduit à 








2 


» 


real as : 
St 2 (n 1) ci ni (- 1 En ph n°2) os RS 
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‘Doônnant à m les valeurs 1,2, 5, 4, etc., on trouve 


n(n+1) s __na(n+1)(on4-1) n'(n+i) 
sol % 


CT 


ONE UE I ST 








See y etc. 
172. Prosrème. On demande le nombre de boulets contenus 
dans une vive dont la base est un triangle équilatéral, ou un 
rectangle , ou un carré; tous les boulets se touchent et sont de 
méme diamètre. 

1%. Lorsque la pile est triangulaire ( fig. 101 bis) , en la divi- 
sant en tranches horizontales à partir du sommet S, on obtient 
les tranches représentées (Jäg. 102 bis) (*); la 1'° tranche con- 
tient un seul boulet, la 2° en renferme 14° où 3, la 3° en con- 
tient 142453 ou 6,..., et en général, la n'°7° franche est 
composée de 1 +2<+ ... + n boulets. Les nombres 3, 6, etc. 

ont recu le nom de zombres triangulaires , parce qu’ils ex- 
priment combien il faut prendre de cercles égaux et tangens 
pour qu’on puisse disposer ces cercles en forme de triangle 
(fig. 102 bis). 

Le nombre des boulets de la pile SABC ( jëg. 101 Bis), étant 
1+3<+6—HL10—+H15 ou 35, on formerait des piles trian- 
gulaires en prenant 145, ou 1 +346, où 1+3+4+6+10 

. boulets. Les nombres 143, 1 +546, eic., s'appellent des 
nombres pyramidaux, parce qu'ils expriment le nombre de 
sphères égales et tangentes qu'on peut disposer en pyramide 
triangulaire. Les nombres de boulets contenus dans ces piles 
sont faciles à déterminer. En effet: 


Ja 1° tranche contient .. x boulet, 
la 2° en contient .....,,. 1492, 
la 3° en contient. ...... 1+92+25, 


la (n—1)iene cn contient 142434... + (nr). 


Ajoutant les nombres contenus dans chaque colonne verticale 





(*) La figure (102 bis) représente les cinq sections horizontales faites dans la 


pyramide SABC (fig, 101 bis) par des plans menés par lés centres des 
boulets, 
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et désignant par X,=, le nombre total de boulets des n—1 


tranches, on voit que 


 Xumi=(n—1)foisr+(r—2) fois a4(7—3) fois 3+...+{ n—(n—1) fois (n—1) 


=nfitoti+.(i—i)} io +3+ ni). 


Lorsqu'on prend une tranche de plus, le nombre total des 
boulets des n tranches est 


X, =(n4i) (+o+5+ + n) — (1492 +34. Ln). 
Substituant pour 1-2 +3 +... —Ln ot 1°H9223+..—+n?, 


leurs valeurs + 2(n+ 1), n(n<+1) (on +1), on trouve 
(1)... X,—=;n(n+1)(n+e). 


Le nombre n des tranches est égal au nombre de boulets du 
côté AB de la pile SABC. Dans la figure 101 bis, on a n—=5; 
la formule (1) donne Xs=35; la pile est formée des cinq 
tranches de boulets indiquées ( fig. 162 bis). 

2°. Pour évaluer le nombre X des boulets contenus dans la 
pile tronquée ABCabc (fig. 101 bis), on désigne par m le 
nombre des boulets du côté ab de la tranche supérieure abc ; 
le côté «6 de la tranche immédiatement supérieure renfermant 
m— 1 boulets, on obtient le nombre des boulets de la pile Saxéy 
en remplaçant n par m—1 dans la formule (1); la différence 
entre les nombres de boulets des-piles SABC, Saéy , exprimant 
X , on trouve 


(2)... X =} {nn +3) (n +2) —(m—1) mm + 1)}. 


, met m sont les nombres de boulets des côtés AB, ab, des 
deux bases du trone. On obtient le nombre 31 des boulets de 
la pile tronquée ABCabc (fig. 101 bis), en faisant n—5, 
m3, dans la formule (2); cette pile est composée des trois 
dernières tranches de la fg. 102 bis , et ces tranches contiennent 
G+10+15 ou 81 boulets. 
8. Quand /a pile a pour base un rectangle ABCD ( fig. 103 bis), 
les tranches horizontales sont des rectangles, et la pile entière 
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est terminée par une file EF de boulets; les faces latérales 
sont deux triangles équilatéraux EAD, FBC, et deux trapèzes 
EFBA , EFCD. Si la file supérieure EF contient À + 1 boulets, 
la °° tranche a b’c'd’ sera un rectangle dont les côtés a’b”, b'o’, 
contiendront respectivement d+2 boulets et 2 boulets; il y 
aura donc (d + 2) X 2 boulets dans cette tranche; Îa 3° en +4 
tiendra (à +3) X 3, et ainsi de suite. Désignant par Y, le 
nombre total des boulets des ñn tranches qui composent la pile 
entière EFABCD , le côté BC renfermera n boulets, le côté AB 
en contiendra d + 71, et on aura 


= G+4)x14 (042) X 24 (045) X 8 +. HO n)xer 
(ha 8 2. En) Late nt). 


Remplaçant 14243<+...—+n et 2°+9454+4+...+Hn?, 
par leurs valeurs £ n(n+41), &n(n +1) (an+1), il vient 


Yi=tn(n+i) (Bd + 2n +1). 


Soit dLn—m, on trouve 


(3)... Y,—=+Àn(n +1) Gm—n+a), 


n et m sont les nombres de boulets des côtés BC, BA de la 
base de la pile. Supposant n:= 5, m—38, on trouve que la pile 
EFABCD contient 100 boulets. 
4°. Enfin, pour évaluer le nombre Y des boulets de la pile 
tronquée ABCDabcd ( fig. 103 bis) , il suffit de prendre la diffé- 
rence entre les nombres de boulets des piles EFABCD, EFa’b'c'd’. 
Désignant par n° et m’ les nombres de boulets des côtés bc, ba 
de la base supérieure du tronc , les nombres de boulets des côtés 
‘c’, b'a”, de la base de la pile EFa'b’c’d', seront n°—41 et m'—1; 
on obtiendra donc le nombre des boulets de cette petite pile en 
remplaçant dans la formule (3), 7 et m par n'—1 etm—1; 
on en déduit 


Ya) mnt) —(n"—1}0" (Gm'n 1). 


n, m,n et m’,sont les nombres de boulets des côtés BC, 
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-BÀ , bc, ba , des deux bases de la pile tronquée. Or........, 
AB=dN+En=m, ab En =m; dore m—n—=m—n; 
cette relation donne le moyen d'éliminer une des quantités m° 
n, M). 

Pour trouver combien la pile tronquéeabcdABCD ( fis.105b1s), 
coûtient de bouléts, on fait m—8,n—5,m=6,n—5, 
dans là formule (4); ce qui donne 

Y — 100 — 14 = 86. 


Remarque. Lorsque la base ABCD ( fig. 104 bis) est un carré, 
m=n,m=n; la pile SABCD est terminée par un seul bou- 
let, car d—m—n—o, et la file EF ( fig. 103 bis) contient 
d' + 1 boulets; les formules (3), (4) deviennent 


Va n(n-a)(an tr), VE (ner) (ant) (nr )n(ont —1)}. 


6 


173. Tuéorème. Le produit de n nombres entiers consécutifs 
quelconques est divisible par le produit des nombres 1,2,3, 4,..n- 
En effet, l'identité 


(p+1) (p+#2)..(p#n—0 (p+n) (7) ; (pr) (p+2)...(p+n—1) 
1 AU SLA 1e) PACA n 1, . 2. (7—1) 


(re) x tt) (pr 


LA RUN 

donne 

(pr) (p+2)...(p#n—1) (p#n) _(p+#1) (pra): (p Pre PH) (pner) 

BUS UTR dei (r2—a) nn Tue /2 te dt (Nat) INA n 
Cette dernière démontre que si le produit de n— 1 nombres 
eñtiers consécutifs pi, p+2,..., pæ+n—1, est divi- 
sible par le produit des n—1 nombres entiers 1, 2,...,n—1, 
le reste de la division de (p+1) (p+2)...(pæ+n) par 
1X2%X... X n sera le même que celui de la division de 
p(p+1)...(p+n—1) par iX2x... Xn; cest-à-dire 
que si la propriété énoncée convient à n— 1 facteurs, le reste 
de la division du produit de 7 nombres entiers consécutifs par 
1X2...Xn,ne changera pas quand chaque facteur dimi- 
nuera d'une unité; le reste de la division ne changera donc pas» 


| Co) 

lorsqu'on diminuera de p unités chacun des 7 facteurs p + 1» 
p+2,...,p—+n;le produit 1 X2%X...%X 7 de ces nou- 
veaux facteurs étant divisible par 1 X2%X ... X n, on voit 
que si la propriété énoncée est vraie pour 72 — 1 facteurs, 
elle le sera également pour x facteurs; or, elle convient à 
deux facteurs, car lun de ces facteurs étant toujours un 
nombre pair , leur produit est divisible par 1 X 2; le principe 
est done démontré. 


Application de la Théorie des Progressions à la 
Solution de plusieurs questions qui s’y rapportent. 


174. Prosrèms. Deux voyageurs partent d'un même point 
et marchent, l'un pendant 8 heures, autre pendant 9 heures. 
Le 1° a parcouru un kilomètre pendant la 1° heure, et 0*",36 
pendant la dernière ; sa vitesse est telle , que l'espace parcouru 
diminue par heure d'une quantité constante. Le 2° voyageur 
borne sa carrière dans l'étendue d’un chemin planté de 51 arbres, 
à 17,2 de distance l’un de l'autre. Le 1° de ces arbres a servi 
de point de départ commun aux deux voyageurs , et le second 
voyageur marchant avec une vitesse constante, se dirige de la 
manière suivante : 1l va jusqu'au 2° arbre et revient au point de 
départ ; il parvient de là au 3° arbre, puis revient de’ nouveau 
au 1%; il arrive ainsi successivement à chaque arbre, et s'arrête 
enfin quand il est de retour au but d’où 1l est parti. On de- 
mande lequel des deux voyazeurs a parcouru le plus de di- 
stance, et quel eût été le rapport de leurs vitesses , si le premier 
voyageur eût fait sa route d'un mouvement uniforme. 

On connaîtra tout le chemin parcouru par le 1° voyageur , 
en cherchant la somme des termes d’une progression arithmé- 
tique , dont le 1° est un kilomètre, le dernier 0“",36 et dont 
le nombre des termes est 8 ; la formule connue conduit pour 
Pexpression de cette somme au nombre 5*",44 ou 5440 mètres; 
telle est étendue de la route du premier voyageur. 

La route totale du 2° voyageur se détermine avec la même 
facilité. En effet , ce voyageur va au 2° arbre et revient au 1°; 


(178 9 

il parcourt donc 2 fois 1,2 ou 2",4. Il parcourt ensuite 2 fois 
la distance du 1°’ arbre au 3°, c’est-à-dire 2°,4 plus 2,4, et 
comme l’espace qu’il parcourt augmente à chaque voyage, du 
double de la distance entre deux arbres, on voit que la route 
totale du 2° voyageur est exprimée par la somme des termes 
d’une progression arithmétique, dont le 1% terme est 2,4, 
dont la raison est 2",4, et dont le nombre des termes est 50, 
Calculant cette somme, on trouve que le second voyageur a 
parcouru 3060 mètres en 9 heures; il parcourrait done par 
heure le 9° de 3060", ou 340" ; mais le 1°° voyageur a parcouru 
en 8 heures 5440"; conséquemment , sil eût marché avec une 
vitesse constante, il eût parcouru en une heure le 8° de 5440"; 
ou 680 mètres. La vitesse du 1° voyageur est donc à celle du 2°. 
comme 680 est à 340, ou comme 2 est à 1. La vitesse uniforme 
du 2° voyageur est donc double de celle du 1°. Les espaces par- 
courus par les deux voyageurs étant 5440" et 3060", on voit 
que le 1% voyageur a parcouru 2380 mètres’ de plus que le 
second. 

175. Proscèmr. Unepièce d'artillerie a reçu une charge et un 
degré d'inclinaison tels, que le boulet acquiert, en sortant, une 
vitesse érale à celle que conserverait un corps, ayant tombé 
librement de 103684 décimètres de hauteur, si après avoir 
parcouru cet espace, l’action de la pesanteur venait à cesser 
d'agir sur lui, et qu'il continuât de se mouvoir uniformément. 
On suppose que le boulet n'éprouvant de la part de l'air au- 
cune résistance, se dirige avec une vilesse uniforme, et qu'il 
met 5 secondes pour parvenir à son terme. Un courrier mar- 
chant dans la direction du boulet, part d’un point distant 
du lieu de la pièce d'artillerie de 1246 mètres, et parcourt 16 
mètres dans la 1° seconde, 32 mètres dans la 2°, 64" dans la 
3°, et ainsi de suite en doublant. Il s'arrête au bout de 6 se- 
condes , et l'on met alors le feu à la pièce. On demande st le 
boulet peut atteindre Le courrier. | 

Pour réso udre ceproblème, je rappellerai plusieurs prin- 
cipes de Physique dont on aura besoin; savoir : 

«1%. Qu'un corps abandonné à Paction de la pesanteur, dans 


DRE 
tn mulieu non résistant, parcourt 4g décimètres perdant ja 
1" seconde de sa chute. 

« 2°, Que lorsqu'un corps pesant est tombé pendant un 
» nombre quelconque de secondes, la vitesse qu’il a acquise est 
» telle , que si la pesanteur cessait d'agir , il décrirait par chaque 
» seconde autant de fois 98 décimètres qu'il s’est écoulé de 
» secondes. 

» 3°. Que l’accélération acquise, pendant la chute, par les 
» corps soumis à l’action de la pesanteur , est exprimée par la 
» progression des nombres impairs 1,3,5,7, etc... » 

Pour appliquer ces principes à la détermination de ia lon- 
gueur du chemin que doit franchir le boulet en 5 secondes, je 
commencerai par chercher combien il faut de secondes à un 
corps pour tomber d'une hauteur égale à 103684 décimètres , et 
le 3° des principes ci-dessus, fournira l'équation 


103684 — 49(1+3+45+7<+...etc.), où 2116 = 1434-65 etc, 


La progression arithmétique qui forme le second membre, 
contient autant de termes que le corps dont il sagit a mis de 
secondes dans sa chute; il est donc utile de chercher quel est 
le nombre des termes de cette progression ; en représentant ce 
nombre par 2, l'équation précédente peut recevoir cette forme 


2 
216= . 2+9(n—1) = ne, 


L’extraction de la racine carrée conduit à n—46 ; ainsi le corps 
a employé 46 secondes pour descendre de 103684 décimètres, 
D’après les conditions du problème, et en vertu du 2° prin- 
cipe rapporté, la vitesse initiale du boulet pendant la 1'° <e- 
conde, sera 46 X 9,8 — 450",8; et l’espace total qu’il aura 
parcouru pendant 5 secondes, sera 5 fois 450,8 ou 2254". 

Il reste maintenant à déterminer le chemin fait par le cour- 
rier pendant 6 secondes de marche; d’après l'énoncé , ce chemin 
est exprimé par la somme des termes d’une progression géomé- 
trique dont le 1% terme est 16 mètres, dont la raison est 2, 


} 


RUE) 
et dont le nombre des termes est 6. En calculant cette somme ; 
on trouve 1008 mètres. Si lon ajoute à ce résuitat, le nombre 
12,46" qui exprime la distance du point de départ du courrier 
à la pièce d’artillerie, on aura pour somme 2254 mètres. 

On voit donc que le courrier ne peut pas être atteint par le 
boulet, car à Pinstant où l’on tire la pièce, le courier est déjà 
arrivé au point où le boulet doit s’arrêter. 

176. Progcème. 7rois mobiles partent en même temps d’un. 
méme point d'une circonférence ; ils la parcourent dans le 
méme sens avec des vitesses constantes , v', v”, v” ; la longueur 
de la circonférence est c. IT s'agit de trouver les rencontres de 
ces mobiles deux à deux , et trois à trois. On supposé v"> v! 
VOST: 

On prendra l’heure pour unité de temps; de sorte que les 
nombres d'unités d'espace, parcourues en une heure par les 
mobiles , seront respectivement v”, v” et v"”. Pour que deux mo- 
biles se rencontrent , il suffit et il faut que la distance parcou- 
rue par l’un de ces mobiles, soit égale à celle que l’autre mo- 
bile a parcourue pendant le même temps, augmentée dun 
nombre exact de circonférences. Cela posé : si après y heures de ; 
marche, les deux premiers mobiles se trouvent sur un même 
point de la circonférence, les nombres d'unités d'espaces qu’ils 
auront parcourues seront s’y, v"y, ct n désignant un nombre 
entier positif quelconque, on aura 


71C 





Q / VU: 
v'y=v'yHnc; d'où (1)...7=—= } 
NU = —— 
Donnant successivement à n les valeurs 1, 2, 3,4, elc., les 
valeurs correspondantes de y exprimeront dans combien du- 
nités de temps le 2° mobile rencontrera le 1° mobile, pour la 


1'6 fois , ou pour la 2° fois , etc. 


Par une raison semblable , le 3° mobile aura rencontré n’ fois 
f 


RAT n Fit, 
le 12° mobile, dans TER heures, et le 3° mobile aura ren- 


(4 


n'c 
contré n° fois le 2° mobile, dans ATTE heures; désignant ces 


— # 





/ 
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“ombres d'heures, par z et t, on aura 


La # 


| HG ne 
CDEETS ce ms el; PPT. (a}es =: (6)... t= Fi 





Pour obtenir les rencontres des mobiles deux à deux , il suffit 
de donner successivement aux indéterminées n,n,n", les va- 
leurs r,2,3,4, etc. j | 

Les rencontres des mobiles trois à trois, se déduisent de ce 
qui précède. En effet, le 2° mobile rencontre le 1% après y 
heures, et le 3° rencontre le premier après z heures. Par consé- 
quent, pour que les trois mobiles se trouvent sur un même 
point de la circonférence, il suflit et il faut que les valeurs (1), 
(2) de y et 3, soient égales. La question est ainsi réduite à 


calculer les valeurs entières positives des indéterminées n,n 
? 


qui satisfont à l'équation 


(2 (a 
nc nc Fe v 

— ———— "+ d'où LOC PR MORE TS NNE SRCECREE 

y” EX y" y’ nl ( ) , 4 y” ty 


Lorsque les valeurs numériques des vitesses ”, v”, s”, seront 


A DEL (4 


? 0 , 4 * . 
données , on réduira la fraction =; ri à Sa plus simple -ex- 





js olg : : À pis 4 
ression = ; & et 8 seront des nombres entiers positifs. et toutes 
P E? , 


les solutions entières positives de Péquation (4) se déduiront 
des formules n—=&e , n° —6e, en donnant successivement à e 
les valeurs 1, 2, 3, etc. Le nombre d'heures écoulées depuis 
Vinstant du départ des trois mobiles jusqu’au moment où ils se 
retrouvent sur un même point de la circonférence, est exprimé 


{4 
9 » ne rt? C , 

par l’une quelconque des quantités égales =—,, ———; dé- 

signant ce nombre d’heures par x, et remplaçant les indéter- 


minées n,n, par leurs valeurs générales ze, 6e, on aura 








ace Gce 





Les mobiles se seront donc rencontrés e fois, trois à trois, 
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ate | pa 
dans -——, heures; les valeurs correspondantes de y et z étant 
LV" — v 


x 





æec bec : 
DUT 70 2 au voit que pendant ce temps, le 


2° mobile aura rencontré æe fois le 1°, et le 3° aura rencon- 
tré Ge fois le 1%. Il est facile d’en conclure que le 3° mobile 
aura rencontré (6 —- æ}e fois le 2°, car les relations (5) donnent 


(v"—w)x = ace, ("—v')x—=6ce; d’où 


G—«a)ec 
(v° —v") x —($—«x)ec, Lahfre 2XEl 
LV — y 
ét la comparaison de cette valeur de æ avec la valeur (3) de #, 
Fr 2 p ar Là e e « ace 
démontre la propriété énoncée, Ainsi, après rod heures, le 
2° mobile aura rencontré &e fois le 1° mobile , le 3° mobile aura 
rencontré 6e fois le 1°* mobile, le 3° mobile aura rencontré 
(°— «)e fois le 2° mobile, et les mobiles se seront rencontrés 
e fois trois à trois; e désigne un nombre entier positif quel- 


1} / 


we SAR nt PE 
conque; - est la valeur de la fraction RTS réduite à sa plus 
— 





simple expression , et on a 


ace Cce __ ((—«)ec 


— y" Ni y" “ EX y! 





' v” 


Exsweze. Une montre marque les heures , les minutes et les 
secondes ; les trois aiguilles sont sur la douzième heure; il 
s'agit de trouver les rencontres deux & deux et trois à trois de 
ces aïguilles. Le cadran est divisé en 6o parties égales; pen- 
dant une heure, les aiguilles parcourent respectivement 5, 6a 
et 3600 de ces divisions; on a donc 


Do 2 60,.v.—5000, c—60:} "Où 





ERA à 65 11 “ € Ca 
_——, on = — — 53), 4 —=I1I1, 719, ==TI 
#"—v 7 35957 :719 € OT y 


Ainsi, la première rencontre des trois aiguilles aura lieu 
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dans 12 heures ; l'aiguille des minutes aura rencontré 11 fois 
celle des heures , l'aiguille des secondes aura rencontré 719 fois 
celles des heures , et l’aiguille des minutes aura rencontré 708 
fois celle des secondes. 

197. ProgrÈme. Bacchus trouve Sylène endormi près d’un 
tonneau plein de vin, et boit pendant les trois cinquièmes du 
temps que Sylène aurait employé à vider le tonneau. Sylène 
s’éverlle et boit le reste du vin. Si Bacchus et Sylène eussent bu 
ensemble, le tonneau eût été vidé six heures plus t6t, et 
Bacchus n'aurait bu que les deux tiers de ce qu'il a laissé à' 
Sylène. On demande combien il faudrait d'heures à chacun 
d'eux en particulier, pour vider le tonneau. 

D’ IAETER cet énoncé : 

. Si lon diminue de six heures, le temps employé par 
Bin et Sylène pour vider le tonneau lorsqu'ils boivent suc- 
cessivement , le reste doit être égal au temps qu’ils mettraient 
à vider ensemble le tonneau. 

2°. Si Bacchus et Sylène eussent bu ensemble, la quantité 
de vin bue par Bacchus eût été égale aux deux tiers de ce que 
Bacchus a laissé à Sylène. 

On obtiendra donc les deux équations du problème, en cal- 
culant les quatre quantités qui entrent dans ces deux condi- 
tions. On supposera que le tonneau contient « litres de vin, que 
Bacchus vide le tonneau en x heures et Sylène en 5y heures; 


de 

rar une heure, Bacchus boira donc litres et Sylène boira 
: | 

= litres. Or , Bacchus boit pendant les = de 5y heures, ou 3y 

ci 

heures ; il aura donc bu, pendant ce temps > 3y fois ” © litres , OU 

3ay : | : : 3 

— litres; il ne laisse donc à Sylène que « — 2 ou = (x—3y) 

litres. Cherchons en combien de temps Sylène a bu ce reste : 

il boit « litres en 5y heures, c'est-à-dire un litre en - heures ; 

, 6; 02 ME 

il a donc bu ces = (x— 3y) litres, en a (x—3y) fois = heures, 


12 
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où en o (x—3y) heures. De sorte que Bacchus et Sylène 
Ayant bu successivement, ont vidé le tonneau en 3y+ (x—3y) 


heures, c’est-à-dire, en Y (8x — 15yÿ) heures. 
2 


Si Bert et Sylène eussent bu ensemble, ils auraient bu 


sé L+ ; litres, ou — s@ re litres, en une cree c’est-à-dire 


(xd 5) litres en 5x y heures, et par conséquent les + litres 


5xy 


contenus dans le tonneau en 
TH 5 





heures; la portion de vin 











bue par Bacchus pendant ce t at été 2229 fois it 
ue is acchus pendant ce temps , eût été me oïs = litres, 
CRE litres. 
Les équations du problème sont donc 
Den si cohlsspno ndrbep GRMAE Pr pan Ne de 
2 (8x 15y) 2 er De Myers = (æ 3Y) XX >; 


elles se réduisent à 
(})...26xÿ— 75 + 3x°y —62— 30xy —0; 
(2)..:30y°+ 11xy— 22° = 0. 
La nature de la question actuelle exigeant que x et y soient 


positifs, on rejettera les valeurs négatives de ces inconnues ; ce 
gui conduira au calcul suivant : l’équation (2) donne 


EM UE ea ne LE HNTMEN- 
CCSN ERA +$ SF 6e real ho 


La substitution de cette valeur de y dans l'équation (1) con- 
duità æ—15; d'où y—2.et 5y — 10. Ainsi, Bacchus buvant 
seul eût vidé le tonneau en 15 heures, et Sylène en 10 heures. 
Ces nombres satisfont à toutes les conditions du problème. En 


. . 3 
effet, Baccuus trouve Sylène endormi et boit pendant les 3 de 
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LA 

10 heures, ou 6 heures; or, en une heure il boit — du 
| 6 

tonneau ; il a donc bu pendant 6 heures les 7» Où les 


{ 3 
= du tonneau; il laisse donc les É du tonneau à Sylène; Sy- 


À 9 ? 
lène s’éveille , et boit le reste pendant les 3 des 10 heures quil 


mettrait à vider tout le tonneau, c’est-à-dire en 6 heures; de 
sorte que Bacchus et Sylène buvant successivement, ont mis 
12 heures à vider le tonneau. Si Bacchus et Sylène eussent bu 


ni D EU L 1 1 
ensemble, ils auraient vidé , dans une heure, 3 += re 5’ 
du tonneau , et par conséquent le tonneau en 6 heures, c’est-à- 


dire en six heures de moins que s’ils eussent bu successivement. 


Egg du 6 
Pendant six heures, Bacchus eût bu les T5 du tonneau; c’est 


2 


3 É e : [4 dl 1 | 
en effet les 3 des 3 du tonneau qu’il avait laissés à Silène. 


178. Progrème. Former la longueur du mèrre en plaçant 
des pièces d’or de 20 francs et de 4o francs les unes à la suite 
des autres. 

Les longueurs respectives des diamètres des pièces de 2of et 
de 4of étant 21 et 26 millimètres, si lon prend x pièces de 20° 
et y pièces de 4of, la somme 217 + 26ÿ millimètres des lon- 
gueurs des diamètres de ces pièces devra être égale à 1000 milli- 
mètres ; il suffit donc de chercher les valeurs entières de x et y, 
qui satisfont à l'équation 21x 4-26y— 1000; elles dépendent 
des formules 


x —26e—9200, yÿ—200— 21e, 


et commé e, x et y, doivent être des nombres entiers posi- 
hfs, on ne peut faire que e—8,, d'où x= 8, .y—532%%et 
e—0, d'où x—34#, y—11. Par conséquent, pour former la 
longueur du mètre avec le plus petit nombre possible de pièces 
de 2of et de 4of, il faut prendre 8 pièces de 20f et 32 pièces 
de 4of, La 2° solution fournit le moyen de composer la longueur 
du mètre avec la plus petite somme possible. 


12., 


( 180 ) \ 
Remarque. Lorsqu'on assigne d’autres valeurs entières à e, 
une des inconnues x, y, devient négative ; ce qui indique 
qu’on peut obtenir la Loeoeut du mètre en portant d’abord 
des pièces de 20f ou de of dans un sens, et en reportant des 
pièces de 4of ou de 20f en sens inverse. Par exemple, e—10 
donnant x—60, y——10,on met 60 pièces de 20of les unes. 
à la suite des autres; on porte 10 pièces de 4of en sens inverse 
en revenant de la dernière pièce de 2of vers la première, la 
distance de la derniere pièce de 4of à la 1°° pièce de 20f est 
1000 millimètres ou un mètre. 
179. Prosrème. Déterminer un nombre entier N, qui soit égal 
à la somme de ses diviseurs (on fait abstraction du diviseur N). 
Un nombre premier ne saurait jouir de la propriété deman- 
dée, car la somme de ses diviseurs est égale à l’unité. On cher- 
chera donc si N peut être de la forme 4" X6,# et 6 désignant 
des nombres premiers. Le nombre 4" X € devant être égal à la 
somme de ses diviseurs, on a 
em XC—(1H+aHka+... Han) X (1H 6) — 476 
a" er Ce me es . ant) 
MG Hate ht. Her) 
Or, 6 doit être un nombre entier; cette condition exige que le 
dénominateur soit l’unité; car autrement , le reste de la divi- 
sion du numérateur de 6, par le dénominateur, serait... .. 
o(1—Hata+... Ham), et æ étant positif, ce reste ne se 
réduirait pas à zéro; il faut donc que 
et —i+atae +... Ha) — ii. 


Or, cette équation revient à 


d’où 6— 


« devant être plus grand que Punité, on ne peut admettre 
que la valeur 4-2 de 4; elle donne 
G—1+o+o+oit,... om om 
N=(1+2+0+oi+...Honm) x om, 


( 181) 
et pourvu que les nombres «, 6, soient premiers, cette valeur 
de N jouira de la propriété demandée. 

Ainsi, on fait la somme des nombres 1,9, 2°, 95, etc., jus- 
qu'à ce qu’on obtienne une somme qui soit un nombre premier ; 
on multiplie celte somme par la dernière puissance de 2 à la- 
- quelle on s’est arrété ; le produit satisfait à la question. 

On en déduit que les valeurs de N sont 6, 28, 496, etc.; ces 
nombres ont reçu le nom de nombres parfaits. 


Sur la Théorie générale des Polynomes et des 
Equations algébriques. 


180. La propriété fondamentale de cette théorie consiste en 
ce que toute équation f(x) —0 a une racine; c'est-à-dire qu’il 
existe toujours une expression réelle ou imaginaire de x qui» 
substituée à l’inconnue x, rend l’équation identique. Cette pro- 
position a été long-temps regardée comme évidente ; M. Cauchy 
en a donné une démonstration que nous allons faire connaître, 
et qui a l'avantage de prouver en outre que toutes les racines 
imaginaires des équations algébriques sont de la forme. ..... 
ak+bV—i1;aetb désignant des quantités réelles. 

Nous commencerons par faire observer que toute expression 


imaginaire de la forme a + bÿ/ —1 peut se mettre sous la forme 
+ ÿ/—1 sin 6); 
il suffira pour cela que lon ait 
a—ecosé, b—pgsin6; 
d'ou lon tire 
ai à: : b 
e—=a Lt, cosè— 2" "#* sin 0 —= 


\ Var Va+r 


On pevt donc toujours déterminer e et 4 en valeurs réelles de 
manière à opérer la transformation ci-dessus indiquée. 
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On pourra donc facilement élever toute expression de la 
forme a + by/— 1 à des puissances entières ou fractionnaires, 
positives ou négatives, réelles ou imaginaires ; il suflira, d’après 
ce que nous avons vu (n° 136), de multiplier l'arc 8 par Le degré 
de la puissance, puis d'élever le facteur réel g à la même puis- 
sance. | 

181. Tréorèms. Quelles que sotent les valeurs réelles ou les 
valeurs imaginaires des constantes &, &1, ...; @n_1, @n, 
l'équation 


(1)... ax" Hax +... + an + An 0; 


dans laquelle n désigne un nombre entier égal ou supérieur à 
l'unité, a toujours des racines réelles ou imaginaires. 

Démoxsrrarion. Désignons, pour abréger, par: f (x) le pre- 
mier membre de l'équation (1); f(x) sera une fonction réelle 
ou imaginaire, mais toujours entiere, de la variable x; et, 
puisque toute expression réelle z se trouve comprise comme 
cas particulier dans une expression imaginaire Hrk y VIA : 
il suffira, pour établir le théorème énoncé, de démontrer gé- 
néralement qu’on peut satisfaire à l’équation 


().,. fe), 


x=u-btvy—1, 


en prenant 


pais attribuant aux nouvelles variables u et v des valeurs réelles. 
Or, si l’on substitue la valeur précédente de x dans la fonction 
f(x), le résultat sera de la forme 


g(u, v) + V/—1 x(u, v), 


(uw, v), x(u, v) désignant denx fonctions réelles et entières 
des variables u et y. Cela posé, l'équation (1) deviendra 


pu, v) + Y—1 x(u,v) = 0, 


et, pour y satisfaire, il sufira de vérifier les deux équations 


(1865 ) 
réelles x 
more 


x{u;v)=0, 
ou, ce qui revient au même, l'équation unique 
(3)...[oûu, v}] + [x(u, v)} = 0. 
Donc, si l’on pose pour plus de commodité 
(@)...FGu,v) = [9(u,v)} + [x v)F, 
il restera seulement à montrer que l’on peut obtenir des valeurs 
réelles de u et de v propres à faire évanouir la fonction 


Fu, v). 


On y parviendra sans peine à l’aide des considérations suivantes: 

D'abord , pour déterminer la valeur générale de la fonction 
Fu, v), on représentera chacune des constantes réelles ou ima- 
ginaires Go ; Gi,» + ; Gun; Un ; ainsi que la variable imaginaire 
uv) par le produit d’un module et d’une expression 
réduite; et l’on écrira en éonséquence 


do = po(cos Po + V1 Sin Bo), 41 = p(cos O1 + Ve sin 81)... 
(5)... 


ar = Pa—1(coS CPR Pguart Sin On), An = Pa(cOS Be V/—1 sin On )e 
(B)...u+y W—1 = r(cos t+ ÿ/=—1 sin f). 


On aura par suite 


Ju + oŸ/—:) = por" [cos (nt + 8e) PAT Feu sin (nt + 6o)] 
pur [cos(n—1.640,)44/—1 sinfn—1.t+6:)] 
5 PP ME OT AC AE TOR 2 DEN ue ALP BIS 
H pnns r [cos (4 Ones) Hi sin(£ + 0n-:)] 
( + pn (cos 0 A vérmr sin 8) ; 


et Von en déduira 


Qiu,v)= pr cos (nt + Bo) Hpir®t COS(n— 1. 1H 81) + 
8) ses par COS (EH 051) “H pr COS 0x, 
cn x(u, v) = por’ sin (nt + 86) + pirt—" sin (r—71.tH86:) +... 
vos pus r Sin (4 4 Bus) Hp SIN On; 


San 


(184) 
Fo NL nr COS (rt + Bo) + pi rt COS (n—1 . 24 0,) ki 
ve. + pu: r cos (LC + On—x) + pn cos CPS 
hi lie sin (rt + 00) + pr rt sin(r—1. t+0,)+ Ch 
AT E + pos F SIN (£ + nr) + pn Sin On 
(9)... AE 2po ps COS (£ + Oo — Bi) 


r 
pan re TH 2po pa COS (2 + de — 82) ». 


mn eLC AS M 


I] résulte de cette dernière formule que la fonction F (u, v), 
toujours évidemment positive, est le produit de deux facteurs 
dont l’un, savoir 


mie ee (u° + y?)" 


croitra indéfiniment si l’on attribue aux variables u, y ou à l’une 
delles seulement des valeurs numériques de plus en plus grandes, 
tandis que l’autre facteur convergera dans la même hypothèse 
vers la limite p.°, c’est-à-dire vers une limite finie différente 
de zéro. On en conclura que la fonction F(u, v) ne peut con- 
server une valeur finie qu’autant que les deux quantités u, v 
recoivent elles-mêmes des valeurs de cette espèce, et devient 
infmiment grande dès que l’une des deux quantités croît indé- 
fniment. De plus, comme l’équation (4) donne pour F(u, w), 
une fonction entiere, et par conséquent une fonction continue 
des variables u et v, il est clair que F(u, s), variant avec elles 
par degrés insensibles, et ne pouvant s’abaisser au-dessous de 
zéro, atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite infé- 
rieure qu’elle ne dépassera jamais. Représentons par À cette 
limite, et par u. , y, un des systèmes de valeurs finies de z et de, 
pour lesquels F(z,v) se réduit à A , en sorte qu’on ait identi- 


quement, 
(10): FU) = A) 


La différence Fu ,v)—F (u,,v.) ne s’'abaissera jamais au-des- 
sous de zéro; par conséquent, si l’on fait 


(u1)...u—=u+ah, v—=v, +aæk, 


« désignant une quantité infiniment petite, et À, k deux quan- 


t 
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tités finies, l'expression 


Fu +eh,vs +ak)— Fu, ve) 


ne sera jamais négative. En partant de ce principe, il sera fa- 
cile de déterminer la valeur de la constante A, ainsi qu’on va 
le faire voir. 

Si dans l'expression imaginaire f(u+vy/—1}) on substitue 
pour u et v leurs valeurs données par les formules (11), cette 
expression , devenant alors une fonction imaginaire et entière 
du produit 


«(+R W—1), 


pourra être développée suivant les puissances entières et ascen- 
dantes de ce même produit. En désignant par 


R(cosT+yW/—1sinT), R, (cos T, + V—1 sin T), 
Rss ; Racos T, + V/—1sinT,), 


les coefficiens imaginaires de ces puissances dont quelques-uns 
peuvent se réduire à zéro, et faisant pour plus de commodité 


(12)... h+ kW —1 —p(cos 8 + Y/—1 sin 8), 


on obtiendra l’équation 


HaR: pcos (T, +8) HV/—1 sin (T;, + 8)] +. 


J Luo + Vo Vote a(h + kV/—1)]=R(cos T +V/=r sin T) 
(13)a * 
EU + ar R7 pr[cos (Ts + 8) CAUSE sin (Th + n8)], 


dans laquelle les termes du second membre, et par conséquent 


les modules 
LEA 2 NE PEN ce 


ne sauraient s’évanouir tous en même temps. Comme on aura 
d'ailleurs 
ap...) oo flro+ah + (pot a) WT] | 
— que + ah, vo ak) V1 (ue + ah, vo+ ak); : 


on conclura de l'équation (13) 


N, 
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@ (uo+ ah, vo + ak) =R cos T +aR;p cos (ET, +8) +... 
CS 0 + arR, pr cos (T, + n8), 
der Xlto+ ah,vo+ ak) =R sin T HaR;p sin (Ts: + 8) +... 
| . +arR, pr sin (TT, + nô); 
et par suite 


; F (to + ah, Vo + ak) 
(16)... = [R cos T'+ Rp CUS (T , 4-8) +... te ar Rp cos (Th +-#8)]* 
+ [Rsin T + Rip sin(Ts 48) +... HarRapr sin (Tr + 78)] 


Si dans cette dernière formule on pose 4=—0 , on en tirera 


F(u,, v)= ER. 
Donc REA RENAN 


Si maintenant on développe le second membre de l’équation 
(16) suivant les puissances descendantes de R, et que l’on y 


remplace ensuite R par A°, cette équation deviendra 
(17)... F(uo+ah, vo+ ak) 


= À + A? ap [Ricos (TT +6) +. ans pres R, cos (Ts—T + n8)] 
LR: coS (Ti +6) +... ani pri R; cos (Tr LR ; 


DRAP ER Sin CT, 5 B) astupn=s Re, sin (Ts n8)l 1” 


et, si l’on fait passer dans le premier membre la quantité 
A=F(u,,v.), on trouvera définitivement 


(18)... F(uo + ah, ve ak) — F(uo,vo) 


— 2A° ap[R: cos (Ts —T + D) +... ant pris R, cos (Ty, — T + n8)] 
+ se x $ CR: cos (CT; RO) +... Hart PA R; cos Se 1 
PR XL ER, sin(Ts 6) ant pans R, sin (T, k n0)]2 Ÿ' 


Cela posé, puisque la différence 
Fu, + ah,v,+eak) —F(u, vo) 

ne doit jamais s’abaisser au-dessous de la limite zéro, il faudra 
de toute nécessité que, pour de très petites valeurs numériques 
de &, le second membre de l'équation précédente, et par suite 
le premier terme de ce second membre, c’est-à-dire le terme 
qui renferme la plus petite puissance de «&, ne puisse devenir 
négatif. Or, en désignant par R,, la première des quantités 
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qui obtient une valeur différente de zéro , on trouvera pour:le 
terme dont il s’agit 


3 
2À° a" pORn COS (Tin — T + MI) 
si À n'est pas nul, et 
atbrnRe 
, { 
dans hypothèse contraire. De plus, comme la valeur de Farc 6 
étant tout-à-fait indéterminée, on peut en disposer de manière 


à donner au facteur 


 cos(Tn — T + mb), 


et par conséquent, au produit 


DA? & "MR COS (Tin — T + m6) 


tel signe que l’on voudra, il est clair que la seconde hypothèse 
reste seule admissible. On aura donc nécessairement 


(19)...A = 0; 
ce qui réduira léquation (10) à 
(20)... .F (um; Vo) = 0. 


Il en résulte que la fonction F(u, v) s'évanouira si l’on attribue 
aux variables u, v les valeurs réelles u,, v,; et par suite que 
lon vérifiera l'équation 
G)...f&æ)=0, 
en prenant 
LU 0 + Vo W—1. 
En d’autres termes ,u,+vs V/—1 sera une racine de l'équation 


(1)...ax" Hair IE ... Han 1T + An — 0: 


Corozzarrr. Si ab V/—1 estracine d'une équation f(x)}=0 
à coefficiens réels, a—b W—1 le sera aussi. 
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En effet, soit PQ 4/1 le résultat de la substitution de 


a+ b V—1 — 1 à x dans le premier membre de léquation, il 
_ faudra qu’on ait séparément P—0, Q— 0. Or les termes de Q 


ne pourront provenir que des puissances impaires de b VE 
et changeront de signe avec b; tandis que P ne renfermant b 
qu’à des puissances paires , restera le même, quel que soit le signe 
de b ; la substitution de a—bYW/—1 à x donnera donc pour 
résultat P—Q V/—1,etP—Q V/— 1 est égal à zéro, puisque 
_PetQ sont réduits àzéro. Donc a—bW/—tsatisfera à l'équation. 
189. Tuforème. Tout polynome de degré pair, à coefficiens 
réels , peut être décomposé en facteurs réels du second degré. 
En effet, les racines imaginaires sont en nombre pair, et par 
couples de la forme ab Y/—1, qui donnent toujours deux 
facteurs x—a—b V1 et x— a + bV/—1 dontle produit 
est (xæ— a) + b*. Quant aux racines réelles, qui seront ausst 
en nombre pair , elles fourniront chacune un facteur réel du pre- 
mier degré, et le premier membre de l’équation pourra par 
conséquent être décomposé en facteurs réels du second degré. 


En faisant a + b W/—:1 —= ç ( cos 8 + V/—1siné), 
on aura 
(x—a) + b—(x—ecos8) + g°sin 0 — x — 26x cos 0 + e°. 


Telle est la forme sous laquelle pourront se mettre tous lés 
facteurs du second degré relatifs à deux racines imaginaires 
conjuguées. 

183. On sait que tout polynome du degré m est égal au pro= 
duit de m facteurs du premier degré, multiplié par le coefficient 
du premier terme ; etde plus qu’il n’y a qu’une seule manière d’opé- 
rer cette décomposition : de sorte qu’une équation du degré ma 
toujours m racines et jamais davantage. 

Cela posé, deux polynomes entiers du degré m sont nécessai- 
rement identiques lorsqu'ils sont égaux entre eux pour plus de 
m valeurs de la lettre ordonnatrice; car, soient F(x} et’ g(x) 
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ces deux polynomes, on doit avoir F (x) — @(x) pour un nom- 
bre de valeurs de x supérieur au degré de cette équation , ce qui 
ne peut avoir lieu si les termes ne se détruisent pas identi- 
quement. | 

184. Procème. Former un polynome entier du degré m, 
connaissant ses m racines , et la valeur qu'il obtient quand on 
y faitx—=x. 

Soit u ce polynome; soient Zi, Zs, Xe , Tim SES M racines , et 
u, la valeur de u pour x=—x.. Le polynome cherché devant être 
divisible par chacun des mbinomesz—x,,Tx—x,,...,x—7x, 
sera de la forme 


U—=A(T—-m )(r—-x)(z—-xs)...(T—xn). 
Pour déterminer À, faisons x—x,, nous aurons 


Us—=A(Lo—X1)(To—Z)(Xo— xs) …. (To— Tm ); 


U 
# (Lo — T1) (Lo— La )(Lo—L3)... (Lo — Zn)? 


et par suite 


(z—m)(r — x)... (T — Zn) 
(to— x) (xo—ta) .. (to Zn) 


die 





XX Uos 


185. Proscèmr. Former un polynome entier du degré m, 
connaïssant les m<+1 valeurs qu'il prend quand on donne 
successivement à x les m + 1 valeurs , x, Xi, Xa, .. pie 

Soit z ce polynome, et u,,U;,Ua,...,Um, Ses M1 valeurs 
connues. Nous avons trouvé (n° 184) la forme d’un polynome 
du degré m qui se réduisait à une valeur donnée 1, , pour 
T—%o, et qui devenait nul pour toutes les valeurs x, æ,, 
T3, -.., Xm NOUS résoudrons donc la question en faisant la 
somme de m1 polynomes de cette forme qui se rédui- 
sent respectivement à 4, U, Us) U3, +. ; Um, POUr Chacune 
des( m +1) valeurs dx et qui dev'enrent nuls pour les m au- 
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tres; il en résultera 


(z— tm )(xz—x)... (T—ZXm) 
(To— L1)(Xo— La). .: (Lo — Lun) 
(x —x,)(Xx —r)(T —x3)...(X—Xm) 
NET es (Xi —ZXo) Giro) — xs)... (ain) 


LE lo De 


| Creme) (rem). 1(E Em) 
nÙ His (Lin Le) (Cm Li). + (Mn — Zn) 

Cette somme formant un polynome du degré m en x, qui 
pour les valeurs æ:, 2:,..., %n, attribuées à x, acquiert les 
m + 1 valeurs données w, ,Ui, +... , lin j Satisfait aux conditions 
demandées et est le seul qui puisse y satisfaire, puisque deux 
polynomes entiers sont identiques quand ils sont égaux pour 
un nombre de valeurs d’x supérieur à leur degré. 

Si Pon change uen u— a, a désignant une constante quel- 


conque , il suflira de changer Uos Us Ua ce. ; Um EN Us—Q) 
U—@,,...; Um—@, Car si la substitution de x, donne 


Uu = Un, elle rendrau — a = ux— a;on aura alors la formule . 


suivante : 


—— 


(x—x )...(x—x») 
D Li)... (L—Xp) 


u—a—=(u,— 








(Tr)... (4 — xx) 
ARR CRE re er an) 


RE 
Q à . 
e Ê 


“4 - 
+ 


RO Es mr 


Tm— Lo) « + (Em Lim 52 » : 


‘Cette forule est préférable, à à la précédente en ce qu on peut 


profiter de la constante a pour faire disparaître un terme du se-. 
cond membre; il suffira pour cela de la prendre égale à l’une 


des valéurs DU; His int Une 


A 


Sr pa exémplé on voulait ot un polynome, du pre- 
ier degré en x, qui se réduisit respectivement à et Ua | 
pour les valeur! Lo y Li de x; on férait a—u, , dans la dernière 


formule , et on aurait 


Us — U 
Um (rx) 


Si et + désignent l’ordonnée et l’abscisse d’un même point, 
cette équation sera celle de la droite qui passera par les deux 
points Æ, , Uo Et LryUi. 

186. Taforimr. Soient Xo,X1,..+, Xn Un nombre m1 de 
valeurs d'x, à chacune desquelles correspondent n +1 valeurs 
d’y qui peuvent varier d'une valeur d x à l'autre : st deux fonc- 
tions entières, du degré m en x, et du degré n en y, deviennent 
égales pour toutes ces valeurs d’xiet d'y, elles seront identique- 
ment égales. En, éffet, soient les deux fonctions F(x, y), 
e(x;,7y) :’les deux fonctions F(x.;y}), @(xs,;y), devenant 
égales pour 7 + 1 valeurs de y, seront égales, quel que soit y, 
d’après un des théorèmes -précédens. Semblablement F (x, ,y) 
et pg(m,y) seront égales quel que soit y , et ainsi de suite jus- 
qu'à F(x»,y) et E(xx, y). On aura ainsi (m+1) égalités 
dans lesquelles on peu supposer que l’on donne à y une même 
valeur arbitraire; d’où il suit que, quel que soit y, les fonctions 
F(x,y)et g(x;,y) sont égales pour m<+1 valeurs de x; 
donc enfinelles sont égales quél que soit x; et par suite les deux 
fonctions F(x,y);,:@ \ #37) sont AU quels que soient 
æ et y. | 
187. COROLLAIRE. n suit de là qué deux fonctions entières 
sont égales identiquement , lorsqwelles devierment égales pour 
des valeurs entières quelconques de ces variables ; ou seulement 
pour toutes les valeurs entières qui surpassent une limite donnée. 

On en peut dire autant des fonctions d’une séule variable. 

188. Progcème. Former une fonction entière du desré m en 
x et du degré n en y, connaissant les valeurs Dartibulisres 
quelle reçoit ré en prenant pour x l'une des valeurs de la 
suite [ = 4 a 2 

Lo, Lis To sels Cm 


on prend en méme temps pour ÿ l'une quelconque de n + 1 va- 
leurs données, qui changent d'une valeur dx à l'autre. 
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Si dans la formule trouvée (page 190), pour le cas d’une 
seule variable, on remplace u par F(x, y), on trouvera 


D DCS Tm ) F(x,,Y) 


(Xo— 21) (Xo— Lo). -(Lo—Tm) 
(x—2,)(x—Ta)...(x —xm) 
(ti Lo) (Ti La)... (ai ZX) 





“1 E Ca 9) 


; (x —r) (x—x,).. .(X— Xm_1) 
(Xm— Lo ) (Lim — Li )e + -(Lm — Lm1 ) 





F (x; y) - 


Et si l’on désigne par p un nombre entier quelconque au- 


dessous de m+1,et par Yo; Yi; Ya. ÿn les n+ 1 valeurs d’y 


correspondantes à x, , on aura semblablement 





Cy— y) (y—Y2) +. (I —Yn) 
F (xp; 3) — (Yo—Y P(Yo— Ya) » + : (Yo —Yx Sy P ne 2 


+... 


$ 





PAC D DE ES 


(ÿn—Ye) (ny). O5 ).. (ÿn—Yn 1) 
Cette dernière formule fera connaître successivement les va- 
leurs de F (xs ,y), ...., F(xs, y), en donnant à p les valeurs 
successives O , 1, 2, «..,m; et. les reportant dans l’avant der- 
nière équation , on connaîtra la fonction demandée F (x, y). 
On agirait de la même manière pour les fonctions d’un non- 
bre quelconque de variables. 


Nous allons offrir quelques applications de ces principes. 
189. Prosrème. Exprimer le produit 


G+y)&+y—1).. (x+y—n<+r), 
au moyen des produits suivans | 
T(x—1)...(c—n+i1), 
HCyEn)r5 se (rene), 
et de ceux qu'on obtient en remplaçant n par les valeurs 


1,2,9,4,...,n—2,n—1. 
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Supposons d’abord que x et y soient entiers et supérieurs à 
n ; le produit proposé sera le numérateur de la fraction qui ex- 
prime le nombre de combinaisons que lon peut faire avec 
x + y lettres prises n à n. Désignons par a, b, dub L'un 
nombre x de ces lettres et par æ, 6, y, ...,#, les y autres. 
Nous pourrons considérer le nombre total des combinaisons, 
comme décomposé en groupes renfermant, le premier , les 
combinaisons où les x lettres seront prises seulement dans 
les x premières ; le second, les combinaisons où il entrera 
n — 1 lettres des x premières, et une des y restantes, ... 
et enfin le dernier groupe renfermant les combinaisons faites 
seulement avec les y lettres «, 6,y,...,4. 

Or , on voit facilement, d’après la théorie connue des combi- 
naisons, que les divers nombres de combinaisons renfermées 
dans ces groupes sont respectivement, 


tz(T—1)(x—2)...( SCRTERUR 


Ne. PL POSE RES SAS n 

x(x— 1) (x — 2). 2)...(x—n+2) y 
ROUE na Es DRE RS a DE 
Gi) G—n+E y) 

vAG a PrGrn se Y'OMUR S td 





y (Y— 1)(y—2) ... Séenci TE) 


l''N2 . 3 case n 


Egalant ceite somme au nombre total des combinaisons des 
x y lettres n àn, et chassant le dénominateur, on aura le 
développement demandé 


(x+y) (x +-y—1) (x y—2) … (ay ni) 
= x(x—1)...(x—n+i MH a(x—1)(2— 2). .(x—n+2). y 


+ Me x(x—1).(x—n4+3) y (y+1) 


++2z.y (J— 1) (y—n+2) + y (y) (nt). 
| 13 


De SOS EN 
Cette égalité ayant lieu pour toutes les valeurs entitres de 
x et y supérieures à 7, aura lieu quels que soient x et y. 
1° ConoLLAIRE. Si on remplace x par — x et y par —- y, la 
formule précédente devient 


+7) +y+1).… NN Sn 
= x (x +1). (ons r) 4 = = æ (x +1) (x+n—2)y 


Hit r(a1)..(otn—8)y (71) +). (y +2). 


2% Corozzarrr. Si l’on remplace dans la même formule, x et y 


T 0 J di LA La 
par — ? , elle deviendra, après avoir chassé les dénominateurs , 


UE 
(x + y)(x+y—R) (x + y —02k)... (x +y— nk+ Rk) 
= x(x—k)..(x—nhk+k) + x(r—h). .(—nk+ok)y 


+... y Cy+ PR  Cy—nk +R), 

Rk pouvant être un nombre quelconque enticr ou fractionnaire, 
positif ou négatif. ; 
3° CororLarrs, Si dans la même formule on égale dans les deux 
membres les termes du degré n par rapport à x et y à la fois, 
on obtiendra le développement de la puissance n du binome 
x + y,eton trouvera =) 

— 1 


(x+y)=2" + 129 ty Di —— x, Lyr. 


190. On suivrait la même marche pour développer le produit 
des n facteurs : 


(x+y+3..), (x +y +3. —1),.., +y+..—nt#i), 
au moyen des produits 
CT =) (x—n+ 1), 
(y —1)...(f—n+i), 
2(z—1)...(z2—n+i1), 
et Von sn déduirait semblablement le développement de 


G+y+z....}. 
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Sur la recherche des Equations d'après des relations 
connues entre leurs racines êt les racines d'E quations 
donnees. 


Nous supposerons d’abord que les racines de l’équation cher- 
chée ne soient liées respectivement qu'avec une des racines de 
Péquation donnée , puis avec deux, trois, et enfin avec un 
nombre quelconque d’entre elles; de là résulteront les pro- 
blèmes suivans : 

191. ProsrEme. 7rouver une équation & une seule inconnue, 
y, qui soit telle, que ses racines soient liées à chacune de celles 
de l'équation donnée F(x) =0, par la relation @ (x, #0: 

La question revient à trouver une équation qui ait pour ra- 
cines toutes les valeurs d'y que lon obtiendrait en remplaçant 
danse @(x, y) =0, Pinconnue x par les différentes racines de 
F (x) = o. Il ne s’agit donc que de trouver, d’après la théorie 
connue de l'élimination, léquation finale en y, résultant de 
Pélimination de x entre les deux équations 


F(x)=0, g(x;,y)=0o. 


Les transformations les plus usuelles relatives à la résolution 
des équations , se rapportent à ce problème. 

192. ProeLèmes. Trouver une équation dont les racines soient 
liées à n racines quelconques d'une équation donnée, par une 
relation donnée, 

Soit F (x)— 0 l'équation donnée. Désignons par x, ,æays.,xa, 
n racines quelconques de cette équation, et par 


(1). D (Li sas Ts 5 ver Ts Y) O0, 


la relation qui doit exister entre ces racines et la racine cor- 
respondante y de l'équation cherchée ; il faudra que l’on aït en 
mème temps 


Féx,) 0) F(#)=0,.::,F(2) —'o: 
| 6 13,, 
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‘Ces n équations ayant lieu conjointement avec g(x;, Laÿ)—0, 
quelles que soient les racines x,, ...,x,, et n'exprimant autre 
chose sinon que x,, Z:, -.. , &n, sont racines de F(x) — 0, il 
s'ensuit que si l’on élimine entre ces n +1 équations, les 7 
quantités, Zi» Xayer.; La, l'équation finale en y aura pour ra- 
cines les valeurs résultantes de toutes les combinaisons assignées 
par l'équation (1), entre x racines de F(x)— 0, et sera par 
conséquent l'équation cherchée. | 

Nous allons donner quelques applications de ce principe, au 
‘cas où les racines de Péquation cherchée dépendraient de deux 
racines d’une équation donnée d’après une loi connue. 

193. Proscème. Trouver une équation dont les racines sotent 
les différences entre deux racines quelconques d'une équation 
donnée. 

Soit Péquation donnée F(x) — ©. Désignant par x, , x, 
deux quelconques de ses racines , et par y la racine correspon - 
dante de l'équation cherchée, on aura à éliminer x, et x, entre 
les trois équations, 


Fr)=o0s Flx )=0, x, mr," 


La dernière donne x, — x, + y: 


 Reportant cette valeur dans F(x,; )}—=0, il reste à éliminer 
x, entre 


E(x)=o et Et y)=0 
ou , ce qui est la même chose , à éliminer x entre 
F(x)=0" "et "F(r+y)—=0. 


Si l’on avait d’abord éliminé x, au lieu de x, , on aurait en 
XL =%, — y, et il serait resté à éliminer x, entre les deux équa- 
tions F(x,)=0,F (x; —y)=—=o,ou bien entre la proposée et 
F(x—y)=o. D'où il suit que pour avoir l'équation aux dif- 
férences on peut substituer à x indifféremment x + y et élimi- 
ner x entre l'équation proposée et celle qui résulte de cette 
substitution. Cela montre d’abord que l'équation aux différences 
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ne change pas quand on change yen — y,etque par conséquent 
les termes de cette équation sont tous de degrés pairs, comme 
nous le verrons encore par une autre considération. 

On voit facilement qu’en faisant passer successivement 2, et 
x, par les m valeurs dont elles sont susceptibles, mn étant le 
degré de Péquation F(x)= 0, il en résultera m° valeurs pour y; 
l'équation finale en y sera donc du degré m°; mais on pourra 
Pabaisser en observant d’abord qu’il y aura m valeurs nulles de 
y relatives aux différences de chaque racine avec elle-ème; 
on pourra donc y supprimer le facteur y”, ce qui réduira le 
degré à m°—m ou m(m—1). On observera de plus que sil y 
a la racine x, — x, , il y aura aussi la racine x, — x, , et que 
par conséquent les facteurs de l'équation en y sont de la forme 


Cy—e) (+2), (7—9 (y +0, ou ( y°— at), (y — 0). 


Et posant y*—2,on aura une équation du degré : m(m—1) 
en Z, qui aura pour racines les carrés des différences des ra- 
cines de la ‘proposée. 

Nora. Il est bon d’observer comment on peut supprimer 
de suite les m solutions nulles , au commencement du calcul. 
L’équation F (x +y)—o peut se développer comme il suit: 


Li 


F(x)+F(z)y+ Pr) +. —o; 


et en vertu de l’équation proposée on pourra supprimer le pre- 
mier terme F(æx}), ce qui réduira la question à chercher les 
solutions communes aux équations 





; 
F'(x)y+F"(x) T— +. Himoiet (Tr) =0. 

Or, si l'on divise la première par y, on détruit les m solu- 
tions communes à ÿ—0o et F(x)—o, qui sont précisément 
celles que l’on voulait supprimer. On continuera alors l’opéra- 

_tion comme à l'ordinaire, et l'équation finale en y ne contiendra 
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que les m (m — 1) différences entre chaque racine et les m — : 
autres. 

194. Progcème. Trouver une équation qui ait pour racines 
les sommes deux à deux des racines d'une équation du mime 
degré, (1)... F (x) =o. | 

Soient x, , x, deux racines de l'équation (1), et y la racine 
correspondante de l'équation cherchée; on obtiendra celle-ci 
en éliminant x, et x, entre les trois équations 


+ 


F(x,)=o, F(x}=o, Ti Li = y. 


La dernière donne r,=7y— x, ; substituant cette valeur de 
x , il faudra éliminer x, emstre les équations 


F(x.)—=o et F(y—x:)—o, 


ou bien éliminer x entre 
F(æ)< o et F(y—zx)=o. 


L’équation résultante sera du degré m°, par la même raison 
que dans le cas de l'équation aux ANS mais on pourra en- 
core l’abaisser en observant d’abord qu’elle renfermera les ra- 
cines 2, T, ; La La, etc., ou 2x, , 2%, , etc. Formant donc 
une équation qui ait ses racines doubles de celles de la propo- 
sée, ce qui se fera en substituant dans celle-ci ; x à x, puis di- 
visant l'équation aux sommes par l'équation qu’on obtiendra 
ainsi, On aura une équation du degré m°—m ou m(m—1) 
qui w’aura plus pour racines que les sômmes des racines diffé- 
“rentes de la proposée. 

On remarquera encore que x, +, et x, x, étant racines 
à la fois , elles seront toutes égales deux à deux; le premier 
membre sera donc un carré, et en extrayant la racine carrée, 
il restera une équation du degré im(m— 1). 

Nora. On peut supprimer dès le commencement du calcul 
les solutions doubles des racines de la proposée. En effet, il faut 
éliminer x entre les équations 


F(x)=0o et F(y—x)=o. 


< 
(199) 
Retranchant la première de la seconde, on pourra substituer à 
celle-ci la différence F(y—zx)—F(x)—=o, et éliminer 
entre cette dernière et F(x)=0o. OrF(y—x)—F(x)est 
divisible par y—2x, puisque ce polynome se réduit à zéro 
quand on y fait y = 2x. Supprimant donc ce facteur , on ôtera 
les m racines doubles de celles de autre équation F(x)=o. 
195. Prosrème. 7rouver l'équation aux rapports des racines 
d'une équation du mi" deoré, F(x) = 0. 
Soient x,,zx, deux racines de lPéquation F (x) —=o, et y 
Pinconnue de équation cherchée ; il faudra éliminer x, et x, 
entre 


& 


x 
FC Et, MER) 0 ie CE md 


Cette dernière donne x, —yx,; substituant dans la pre- 
mière, il vient l'équation F(yx, }—0, et il faudra éliminer 
z, entre cette dernière équation et F(x,)—0,ou, ce qui re- 
vient au même, éliminer x entreF (x)=0o et F(xy)=0o. 

On verra encore qu’en faisant passer successivement x, et x, 
par les m valeurs dont eîles sont susceptibles, il en résultera 
m° valeurs pour y, parmi lesquelles m seront égales à l'unité 
et pourront par conséquent être supprimées en divisant le 
premier membre de Péquation finale par (ÿ — 1)". De plus, 


Ÿ JA UE à 4 AUS j 
s’il y a la racine — , il y aura aussi la racine — ; ce qui montre 
| xà | se | 


que Péquation résultante , du degré m° —m ou m(m—1), sera 
ru et que par mous son degré pourra s’abaisser 
a; m(m—1)s 

Nor A. On *upprimera les m solutions égales à l’unité en re- 
tranchant membre à membre les deux équations F(x nier et 
x) F°: ; l'équation résultante 


F(zy)—F(x)=0o 
sera satisfaite par y — 1, el son premier membre pourra par 
conséquent être divisé par y—1; on ôtera ainsi les solutions 


égales à l'unité et correspondantes aux m racines de l'autre 
équation F(x) —0o. 
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196. Progcèmr. Z'rouver l'équatinn aux produits deux à deux 
des racines de l'équation du m“"* degré, F(x) —0. 
Désignant par x, , x, , deux racines quelconques de F(x) —o, 
on aura l'équation cherchée en y , en éliminant x, et x, , entre 


les équations 


Er) 0; Far io, Cry. 


Tirant de la dernière x, — À, et reportant dans la premiere, 
Lo 


il restera à 
{ 


éliminer x, entre F(2 D o-tet (rs) 0, 
2 


ou z entre F (X)—o et F(x) =0. 


L’équation finale sera encore du degré m°, et aura m racines 
qui seront les carrés des racines, T,, %3,.…, Zm. On pourra donc 
les supprimer, en formant une équation qui ait pour racines 
les carrés de celles de la proposée; ce qui se fera en substi- 
tuant V/x à x dans cette dernière; puis on divisera le premier 
membre de Véquation finale par le premier membre de cette 
transformée. De plus, les racines restantes seront égales deux à 
deux, puisque x, X x, et x, X x, sont deux valeurs de y; on 
pourra donc extraire la racine carrée du premier membre, et 


# d Q p e e e L : 
le degré de Péquation demandée sera ainsi réduit à Sn (m—1). 


Nota. Pour supprimer de suite les carrés des racines de 
la proposée, or retranchera encore lune de l’autre les deux 


équations r(x) —o, F(x)—o; léquation résultante 


F (à Ÿ--F(0) 0 sera satisfaite évidemment par y—x*, donc 


elle sera divisible par y— x° ; et supprimant ce facteur, on étera 
les m solutions égales à x°, qui correspondront à F (x) — o. 
197. Progrème. Etant donnée une équation F (x) = 0, dont 
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x, ; x, désignent deux racines quelconques, en trouver une autre 

dont les racines soient toutes les combinaisons de la forme 

px) + quxs; p et q étant des constantes données. 
Tout se réduira à éliminer x, et x, entre les trois équations 


HG 0, EF (x)=0, pt zx) +. 


‘Sr 
Pp +qx 


Tirant x, de la dermiere, on aura x, = 
Reportant dans la seconde , il restera à éliminer x, entre 


DO où et I =, 
p+qx: 


ou x entre 
F(x) =o et F a) A0 
p+qx 

Le nombre des combinaisons de la forme donnée étant m’, 
lorsque x, et x? passent successivement par les m valeurs de x 
tirées de F(x) —0 , il s'ensuit que l'équation finale sera encore 
du degré m°. On en pourra supprimer m solutions de la forme 
2px + qgx°, en formant une nouvelle équation qui ait ses ra- 
cines de cette forme, ce qui se fera en éliminant x entre 
F(x) =o et 2px + gx°—z. Quand on aura trouvé l’équa- 
tion en z, on y remplacera z par æ, et on divisera par elle 
équation finale, qui ne sera plus que du degré m(m— 1). 


» Là 2 Fr L 
Enfin , on la réduira au degré 3 m(m—1), en observant que 


ses racines seront égales deux à deux, et que par conséquent 
on pourra extraire la racine carrée de son premier membre. 

Nota. Il sera encore possille de supprimer d'avance les m 
solutions de la forme 2px + qx° ; en effet, si l’on retranche 
Vune de l’autre les deux équations entre lesquelles il faut éli- 
miner æ, on pourra leur substituer le système des deux 
suivantes : 


F M) F0, et F(x)=0. 


+ 


Or, la première est identiquement satisfaite quand on y fait 


A ou Y = 2px + gx; 


donc son premier membre est divisible par y — 2px — gx"; et 
supprimant ce facteur , on retranchera de l'équation finale les 
m solutions de la forme 2px + gx. 


198. Prosrèmr. Trouver la condition pour qu'une équation 
x + Ari L....LTz +U—=o, 


ait deux racines égules et de siwnes contraires, et déterminer ces 
racines. 
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Soient x, et— x, les deux racines inconnues dont il est 
question, il faudra, lorsque m sera pair, que lon ait à la fois 
les deux équations 


La HAL MT Br DL... LTr, +U—=o, 
LM AL MT Br... — Tr, LU—0o. 


.-Les ajoutant et les retranchant membre à membre, il faudra, 


pour qu'elles aient lieu en même temps, que lon ait sépa- 
rément , 


(1)... a H Br... HU—=o, 
(2)... Az Cr... HTx,—o. 


La valeur de x, doit donc satisfaire à ces deux équations, et 
la ccndition de possibilité est qu’elles aient une solution com- 
mune ; on cherchera alors le commun diviseur entre leurs pre- 
miers membres, ét on égalera à zéro le reste indépendant d’x ; 
cette équation sera la condition pour que la proposée ait deux 
racines égales et de signes contraires, et le commun diviseur , 

égalé à zéro, donnera la valeur de cette racine. 
= On observera qu’on peut supprimer le facteur x; dans léqua- 
tion (2), car æ, —0, ne saurait satisfaire à l’équation (1), 
parce qu'il faudrait que U füt nul, ét l'équation proposée serait 
bien satisfaite par 0; mais il n'y aurait pas pour cela deux 
racines égales et de signes contraires; il n’y en aurait qu’une 
seule égale à zéro. Si cependant U et T étaient nuls à la fois 
on aurait deux racines égales et de signes contraires , puis- 


À 
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qu’elles seraient nulles toutes les deux; mais si l’on ne spécifie 
pas que les racines en question sont nulles, on pourra sup- 
primer le facteur x, de léquation (2), et exprimer quil 
“y a une solution commune après cette suppression. On aura 
ainsi la solution générale de la question. Si ensuite on demande 
que les racines dont il s’agit soient nulles, on égalera à zéro 
la valeur que l’on tirera pour elles , et on aura par là une se- 
conde condition. 

Si les équations (1) et (2) avaient n solutions communes, la 
proposée aurait z couples de racines égales deux à deux au 
signe près. 

On opérerait d’une manière semblable si m était impair. 

199. Progcème. Trouver deux racines d'une équation F(x)—=0, 
connaissant leur différence à. 

Si x, est la plus petite de ces racines, x, +2 sera la plus 
grande, et l’on devra avoir 


F(x,)=o, Fix, +d)=0o. 


IL devra donc exister un commun diviseur entre F (x) et 
F (x + 9). S'il est du premier degré, il serax — x,, et fera con- 
naître par conséquent la plus petite racine, et par suite la plus 
grande. Sil est du second degré, il y aura deux couples de ra- 
cines ayant entre élles la différence d ; ce qui donnera quatre 
racines, à moins que la proposée n’ait trois racines qui suivent 
une progression dont la différence soit d ; c’est ce que lon re- 
connaîtrait à ce que les deux racines du ccmmun diviseur diffé- 
reraïent entre elles de à. On raisonnerait semblablement dansle 
cas où ce commun diviseur serait d’un degré plus élevé. 

200.PRoscème. Trouver les conditions pour qu'une équation 
F(x)=o,atn racines qui forment une progression arithmé- 
tique dont la raïson soit à, et déterminer ces racines. 

Soit F(x)=—0 l'équation donnée, et x, la plus petite des n 
racines ; il faudra qu’on ait en même temps les 7 équations 


FG)=0o, F4) —0, F(x,+29)=0,.…, Ffas-(n—1 )d]—0. 


IL devra donc y avoir un commun diviseur au moins du pre- 


( 204 ) 
mier degré entre F(x) et chacun des polynomes F(x+d), 
F(x+2d),...,F[x+(n—1) ‘1: d’où résulteront n—1 équa- 
tions de condition. 
On parvient au même résultat par la méthode des coeliciens 
indéterminés , en exprimant que le polynome F (x) a n facteurs 
de la forme 


Gr), (x—2,—0), (HSE ces [ti (n—1)à]. 


On agirait de la même manière dans le cas où les racines de- 
vraient être en progression par quotient. 

201. Progrème. Trouver les conditions pour qu'une équa- 
tion du degré m ait n racines égales entre elles. 

On égalera le premier membre de l'équation donnée au pro- 
duit d’un facteur (x— a)" par un polynome indéterminé du 
degré m—n, il en résultera m équations entre lesquelles on 
éliminera a et les m—n coefficiens du polynome indéterminé » 

et il restera n—1 équations de condition entre les coefficiens 
de l'équation donnée. 

Si, d’après la théorie des racines égales , on n exprimait que le 
premier membre de la proposée et sa dérivée ont un commun 
diviseur du degré 7 — 1 , il en résulterait d’abord 7 — 1 équa- 
tions de condition ; mais il faudrait de plus que ce commun di- 
viseur fût une puissance du degré 7 — 1 , d’où résulteraient n—2 
équations de condition ; ce qui en ferait en tout 21 — 3. On en 
trouverait donc plus par ce moyen que par le premier, et ce- 
pendant il semble qu'on n’a introduit aucune condition étran- 
gère. Pour lever cette difficulté, observons que les n— 1 équa- 
tions qui expriment qu’il y a un commun diviseur du degré n—1 
s'appliquent au cas général où les racines de ce diviseur sont 
inégales , et où lon a par conséquent n — 1 couples de racines 
égales deux à deux dans l’équation proposée. Si maintenant on 
ex prime que les n— 1 racines du commun diviseur sont égales, 
ces n—1 couples feront 27 —2 racines égales dans la propo- 
sée. Le nombre 97 — 3 de conditions, tenait donc à ce que l’on 
exprimait que l'équation avait 27 — 2 racines égales , et non pas 
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seulement 7; ce qui s'accorde avec le premier procédé, par les 
coefficiens indéterminés. 

209. Taéormr. Si toutes les solutions d'une équation à 
deux variables (1)...4(x,y)—0, satisfont dune autre équation 
(2)...F(x, y)=o, Le polynome F(x, y) sera divisible par 4(x, y), 
en supposant que ces polynomes sont entiers et rationnels. 

En effet , concevons qu’on attribue à ÿ une même valeur quel- 
conque dans les deux équations; Péquation (2) devra admettre 
en même temps toutes les valeurs dx correspondantes de l’équa- 
tion (1) ; le polynome F(x,y) sera donc divisible par @(x, y), 
quand on laura multiplié, sil est nécessaire, par une certaine 
puissance du coefficient du terme qui est du plus fort degré en 
x dans 9(x,y), laquelle peut être une fonction 4 (y) de y. Ainsi 
le produit 4(y)F (x, y) est divisible par $(x,y), quels que 
soient æ,y, et le quotient de F(x, y) par @(x,y) deviendrait 
entier par rapport à x et y, si on le multipliait par 4 (y). 

En raisonnant pour x comme pour y ,nous ferions voir que le 
produit 4, (x) F(x,y) serait divisible par (x, y), et que par 
conséquent le quotient de F(x, y) par p(x, y) deviendrait en- 
core entier si on le PE par Y (x). D'où il suit enfin 
que ce quotient de F(x,y) par $(x, y) est entier par rap- 
port à x et à y; car sans cela il ne pourrait le devenir , quand on 
le multiplierait indifféremment par une fonction d’x seulement, 
ou d'y seulement. 

203. Tnéorème. Soit une équation (1).. yen y) = 0. du 
degrém enx, et du degré n en y ; si l'équation (2)...F(x,y)=0 
admet toutes les solutions de @(x, y) —o correspondantes à m 
valeurs de x, et à n valeurs d'y, le polynomeF(x, y) sera divi- 
sible par $(x,y), en supposant ces deux polynomes ration- 
nels et entiers. | 

Soient en effet x&,,Za,...,Xm, les m valeurs dx données : 
puisque pour chacune d’elles l'équation (2) admet toutes les 
solutions en y de équation (1), il s'ensuit que pour ces mêmes 
valeurs dx, F(x,y) est divisiblenar @ (x, y), quand on l'aura 
multiplié par une puissance Ÿ (x) du coefficient du terme du 
plus haut degré en y dans 9(x, y). Le reste de la division de 
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Y(a)XE (x, y) par g(x, y) sera donc nul pour les m valeurs 
L,, Laye. me Mais ce reste ne peut être que du degré m— 1 
puisque le diviseur est du degré m; donc il est nul quel que 
soit æ,et par conséquent la division de Ÿ(x) XF(æx,y}) par 
(x, y) réussit quels que soient x et y. La démonstration 
s'achèyera comme dans le théorème précédent, et l’on en con- 
clura semblablement que F (x, y) est divisible par @(x, y). 

204. Taéorime. S2 l'équation F (x,y)=—0 admet toutes Les 
solutions de g(x,y)}=o, quandx ou y prennent des valeurs 
guelconques entre deux limites données, le polynome F(x,y) 
sera divisible par g(x, y). 

Ce théorème est une conséquence du précédent; car quelque 
rapprochées que soient les deux limites entre lesquelles on peut 
prendre x arbitrairement, cette variable étant susceptible de 
recevoir une infnité de valeurs, en pourra prendre par consé- 
quent un nombre supérieur au degré de @(x,y), par rap- 
port à x; il en serait de même pour y. 

205. Taforimr. Sz deux équations F(x,y)=0 et @(x, y)=0, 
admettent au moins une solution commune pour une infinité de 
valeurs de l'une des variables, de x, par exemple; et qu'en 
même temps @(x,y}) n'admette aucun facteur rationnel en x 
ou em y; le polynome F(x,y) sera divisible par @(x, y). 

En effet, si on élimine y entre les deux équations , par le pro- 
cédé du plus grand commun diviseur, on parviendra au reste 
finalen x, qui, égalé à zéro, devra, d’après Phypothèse ,admettre 
une infinité de solutions; 1l faudra done qu'il soit nul de lui- 
même; il existera donc un commun diviseur entre F(x, y) et 
p(æ, y). Mais on suppose que @(x,y) n’admet aucun autre 
facteur rationnel que lui-même; ces conditions me pourront 
être satisfaites à la fois que si @(x, y) est facteur dans F (x, y). 

Corozrarre. Il en résulte que si deux équations à deux va- 
riables ont une infinité de solutions communes, et que leurs 
premiers membres soieut indécompcsables en facteurs ration- 
nels, ces équations seront identiques. 

Ainsi, l'équation rationnelle d'un arc de courbe, quelque 
petit qu'il soit ; est identique avec l'équation de la courbe en- 


( 207 ) 
tière. C'est pour cela qu’en cherchant Les équations des lieux 
gromtriqness on trouve souvent des branches de courbes étran- 
gères à la question : c’est qu’alors la construction ne four- 
nissait qu'une partie du lieu de tous les points compris dans 
la même équation rationnelle , et que l’équation de cette par- 
tie est la même que celle du lieu total. 

Si, par exemple , on demandait le lieu des milieux des cordes 
menées à un cercle, par un point extérieur, on tra ait 
Péquation d’un cercle, tandis que la construction ne fournit 
que l’arc intercepté par le cercle donné. 


Des E quations binomes. 


Ces équations peuvent toujours se ramener à la forme 


y" py" = 0. Supprimant lés n s)lutions égales à zéro , il 
vient y"Æp—=0o. 


Le 

Désignant par « la valeur arithmétique de V/p, et faisant 
y—=«ax, l'équation précédente se réduit à (1)... «"Æ 1 —o. 

Les m valeurs de y s’obtiendront en multipliant successi- 
vement æ par chacune des m valeurs de x, tirées de l’équa- 
tion (1). Ces valeurs de x sont nommées racines de l’unité. 

L'équaiion (1) n'a jamais de racines éxales, car il n’y à 
pas de commun diviseur entre x” Æ 1 et sa dérivée mx", 

206. TuéorÈme. Quand m ef n sont premiers entre eux, les 
équations x —1=0,x"—1—=0,nont pas d'autre solution 
commune que x = 1. 

En effet, si l’on divise x"—1 par x"—1, on aura pour 
dividendes partiels consécutifs, 


LM TE ] ) AMEN Le L ge in 1 etc. 


Le dernier reste sera donc x? — 1, p étant le reste de la divi-: 
sion de m par n. Le plus grand commun diviseur entre 2—32 
etrz"—1, sera donc le même qu'entre x" — 1 et x? — 1; de 

même ce dernier sera identique avec celui de x 1 ex —1, 
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g étant le reste de la division de n par p. En continuant ainsi, 
on parviendra à un reste du premier degré en x, puisque les 
exposans m et z sont premiers entre eux et que les quantitésp, 
g, etc., sont les restes successifs qu’on obtient en cherchant le 
plus grand commun diviseur de m et n. Par conséquent, le com- 
mun diviseur de x"— 1 et x'—1 est æ —1; et par suite l’u- 
nitésest la seule racine commune aux deux équations proposées. 

207. Voyons maintenant à quoi l’on peut réduire la résolu- 
tion de l'équation x" — 1 —=0. 

Supposons d’abord que le nombre m soit premier ; dans ce 
cas, toutes les puissances de # jusqu’à 4" auront des valeurs dif- 
férentes , à moins que lon n'ait 4—1. Car si deux puissances «" 
et æ étaient égales, on aurait «" — «", et de là &"— 1 ;or au- 
cune puissance de « moindre que m ne peut être — 1 tant que « 
n’est pas — 1. En effet, puisque &"— 1 —0 , si l’on avait en 
même temps 4” —1—o,n étant << m, il faudrait que ces 
deux équations eussent une racine commune; et en cherchant 
par les règles ordinaires, le plus grand commun diviseur des 
-deux quantités #"— 1 et æ"” — 1, on trouve nécessairement 
&æ—1 pour ce diviseur , à cause que m» est un nombre premier; 
de sorté que la racine commune aux derx équations a" — 1 —0 
et &”—1—0o ne peut être que l'unité. 

Il suit de là, 1°. que les puissances &, «°, &°,...,a", re- 
présentent toutes les racines de l'équation y"— 1 —0, en pre- 
nant pour « une quelconque des racines de celte équation, 
autre que Punité. Car puisque æ#"° —1 , on aura aussi &"—1, 
a" 1 , etc.; de sorte que les puissances & , «° ,&°, ...,«" seront 
aussi des racines de la même équation; et comme elles sont au 
nombre de m, et ont toutes des valeurs différentes , elles don- 
neront nécessairement toutes les racines de l'équation y"—1=0o. 

Il s'ensuit aussi, 2°. que si dans la série des puissances « , æ°; 
&,..., a", on substitue pour « uné quelconque de ces puis- 
sances (comme #", n étant << m) la nouvelle série «&", &°*, 
«°®" etc. , en rabaissant toutes les puissances au-dessous de 4", 
à cause de æ"—1, contiendra encore les mêmes puissances, 
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mais dans un ordre différent ; car il est visible que tous les ex = 
posans 7, 2n, ôn, etc., sont différens , et que leurs restes de la 
division par m le sont aussi, parce que m est un nombre pre- 
mier ; de sorte que ces restes étant au nombre de m, et tous 
différens entre eux, ne peuvent être que les nombres 1 re 
3,4,5,...,m—1,m. 

208. Considérons maintenant le cas où m west pes un 
nombre premier. Alors, si n est un diviseur de m, toutes les ra 
cimes de léquation ÿ*—1—0 seront communes à équation 
J"—1—0, parce qu’en supposant le nombre r racine de l’é- 
quation yÿ*"—1—0, on aura "= 1, et par conséquent aussi 
r"— 1 ; de sorte que r sera aussi racine de l'équation y"—1=—0. 
En faisant donc & —r,on aura &"— 1; et si m=—=np , il est 
visible que dans la série des puissances «, Lit NE ON 
cune se trouvera répétée p fois; par conséquent ces puissances 
ne pourront plus représenter toutes les racines de Péquation 
Y"— 10, parce que cette équation na jamais de racines 


? 


égales. 

Soit m—pq, pet q étant deux nombres premiers, et soit £ 
une des raeines de l’équation 3? —1—=0,et 7 une des racines 
de l'équation ÿ— 1 —0, il est clair que 8 et + seront aussi 
racines de Féquation y" —1 —0, parce que &P et 94 étant — 1, 
on aura aussi 8P—1, 3/?— 1; mais toutes les racines de l'é- 
quation ÿ® —1—O ne pourront pas être représentées par les 
puissances successives des racines £ et y. 

On voit aussi que le produit By sera racine de la même 
équation y®—1—0; mais aucune puissance de cette racine ; 
dont l’exposant serait inférieur à m, ne pourra être égale à 
l'unité, à moins que B ou y ne soit lunité; car il faudrait que 
l’exposant de cette puissance fût un diviseur de m, et par con- 
séquent égal à p ou à q; on aurait donc (8>}?—1 , ou (y) =1, 
Dans le premier cas, on aurait 37 — 1, à cause de &— 1 (hyp.); 
et’comme on a déjà 97—1—=o (hyp.), il en résulterait 
7 —1=0, à cause quep et g sont premiers entre eux. Dans le 
second cas, on aurait £— 1 — 0. res 
Ainsi, tant que Bet + sont différens de Punité, la racine £y 


14 
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de Péquation y"++1—0, a, lorsque m—pq, la même pro: 
priété que la racine « lorsque "# est un nombre premier, sa- 
voir , que toutes les racines de cette équation peuvent être re- 
présentées par les puissances successives de £. 

Comme les valeurs de 8 sont au nombre de p, et celles de + 
au nombre de g, les valeurs de £y seront au nombre de pq, 
c’est-à-dire de m; et il est facile de prouver que ces valeurs se- 
ront toutes différentes entre elles, parce qu’elles peuvent être 
représentées par 6"y’,en faisant successivement r= 1,2, 3..,p 
ets—1,2,9...,q ,à cause que lesnombrespet q sont supposés 
premiers. D’où il suit que p et q étant des nombres premiers, 
et m étant égal à pq , toutes les racines de l'équation y"—1—0o 
peuvent être représentées par les produits £#} des racines des 
équations ÿ—1=0,ÿf—1=0. 

On prouvera de même que si m—pqr, en supposant .p, q,T 
des nombres premiers, et que, >, soient respectivement des _ 
racines quelconques des trois équations y? —1=0, y—1—0, 
y—1—0, le produit 879 , en donnant successivement à 8, y, à 
toutes leurs valeurs , pourra représenter toutes les racimes de 
Féquation y"—1=0; et que celles de ces racines qui seront 
exprimées par By en excluant unité des valeurs£, 7,4 , au- 
ront les mêmes propriétés que lesracinesde l'équation y"—1=0, 
lorsque m est un nombre premier. 

Et ainsi de suite. | 

209. Mais si Von avait m—p°,p étant un nombre premier , 
en prenant 8 pour une quelconque des racines de équation 
3? —1=0, il est clair que 8 serait aussi racine de l’équaiion 


y"—1=0, Jet que VE B le seraït aussi. On D donc, dans 
ce cas, pour y une quelconque des valeurs de VE, et l’on aurait 


également By ou 8 V8 pour l’expression de toutes les racines de 
y"—1=0. Et en effet, en donnant à & les p valeurs dont il est 


susceptible, on aura p* valeurs pour 8 V/8; de plus elles seront 


CARRE 
différentes; car si l’on avait pour deux d’entreelles£4/8=£ VE, 
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il s’ensuivrait, en élevant les deux membres à la Puissance p; 
BP#IZ PT, d'où 8—6$, puisque & —1 et LP — 


—= 1, 


Pr 
Les p? valeurs de 84/8 seront donc différentes quand on don- 
nera à 8 les p valeurs différentes tirées de YP—1=0,. 


De même, si m —p*, en conservant les valeurs de £ et y,on 
2 


ferait de plus 2 =4/8 » €t l’on aura 839 pour expression de 
toutes les racines de y"—1—0,en donnant successivement 
à 8,7, d toutes leurs valeurs. 

Et ainsi de suite. 

Donc en général, sim—p#q"r 7... et que 8,7, à’, etc., soient 
respectivement des racines quelconques des équations yÿP—1—0, 
Jf—1—=0, ÿ'—1=0,etc.,p,q,r,etc., étant des nombres 


premiers; si l’on fait de plus 8’ — V8 A Gi v B', ete. »'— V Vs 
=», etc. , d—Y#, res 724 etc., on aura. 
BB'B". NC X9Y 7 "AS X d'a". se 


pour l'expression générale des racines de équation Y"—1=0, 
en donnant successivement à 8, £' ,etc. , y ,y ,etc., 9, d',etc., 
toutes les valeurs dont ces quantités sont susceptibles chacune 
en particulier. : 

On voit par là que pour avoir les racines de Péquation à deux 
termes y” —1 —0, lorsque m n’est pas un nombre premier , i] 
suffit de résoudre des équations semblables des degrés dont les 
exposans soient les nombres premiers qui composent le nom- 
brem. | | 
210. Enfin nous remarquerons que comme l'équation y"—1—0 
manque de tous les termes intermédiaires, si l’on nomme 1 CT 
É,7; d, etc., ses racines, on aura 


14e +8 +y + “+ ele. = 0, 
1+ a +É ++ dE etc. — 0, 
++ BH LS LE etc. —o. 


e 
s 


td 


... 
ere 


1 + ar LR Qm— ME dm + el =70. 
| 14, 
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Ensuite, à cause de a" , 8 = à ,iete., dnraurä 


1 + a PM D UML dr L etc. =m;, 

$ anti + pri +: ÿ"+! HN etc. 6 

1aanti ct pra LE m2 EE etc. oO, 
et ainsi de suite. # 

Pour résoudre l'équation | 212 0; quand m est premier, 
on supprimera d’abord le facteur æ—1,et il restera P'équetibn 

réciproque HT fe DTA +. br + 1 — 0 qui sc, ramètiera 
comme on sait à une autre de degré moitié moindre. 

M. Gauss a fait connaître. une Méthode au moyen de laquelle 
on peut résoudre l'équation T1 = o à l’aide d’autant d’équa: 
tions qu'il y a de facteurs premiers dans m—1,et qui ne 
montent qu'aux degrés marqués par ces facteurs. Nous ren- 
voyons à ce sujet à l'excellent ouvrage de M. Gauss, intitulé 
Recherches arithmétiques. 

211. Proscème. Déduire les côefficiens de la puissance m + : 
d’un binome , de ceux de la puissance m, Soit 


'(x+a)}" = x" + Axa Bros + Cara etc: 


_SiPon multiplie le second membre par:x+a; on aura la 
puissance ma de x-Ha; les deux produits partiels seront : 
té arte Ana Bar ar C2 Li 08 

ki axe Are US Bras ts .., 


OT À 


D'où Pom voit que le coefficient d'un terme de rang quelconque 
s’obtiendra en ajoutant le coefficient du même rang dans “la 
puissance m à celui qui le précède. | APR 

Si l’on part de la première puissance, et qu’ on dispose , dans 
une même colonne verticale, les coefficiens d’une même puis- 
sance , on formera ainsi le APS suivant, qui a reçu:le nom 
de triangle arithmétique. de PascaL , 


LE 148 Omer 85 | 
15} 85 6, 10, 6j AL, 128, 

4,10, 20, 35, 56, 
À 14 D LOST D, 
Le PO 6,4 2 PROS 


74201, 
Do, 
1. 


Problèmes sur le Calcul des différences. 


212. Pnogrèmr. Si l'on a une fonction @{x), et qu'on y rem- 
place x par x +h, on obtiendra une différence g(x) — @(x+h). 
Si l'on cherche de méme la différence de cette différence, en y 
faisant croître x de la même quantité h, et que l'on prenne ainsi 
m différences successives , on demande l'expression de la mW"< 
différence en fonction des différentes valeurs 


px), p(x + 2), p(x+oh), ..., (x + mh). 


Soit représentée par y la fonction donnée @(x), et par 
Vis Ya» 5 Ym) Ce qu'elle devient quand on y remplace x par 
x+h,x+oh, ..., x<4mh. On aura, en désignant par 
dy, A°y,Ay,..., A"y, les différences successives , 


AY= ÿ—Y) 
d'y=(y y) Qi) y — 27: + y; 
A'y — (y — Y:) —2( y — 3) + (3a—Y3) TR eee 3Y + 5ÿya— 


En continuant ainsi, on trouverait toujours des termes aller- 
nativement positifs et négatifs, et ayant pour coefficiens ceux de 
la puissance d’un binome du même degré que la différence que 
Pon considérerait. 

Il est d’ailleurs facile de démontrer la généralité de cette loi. 


Supposons , en effet, qu'elle ait lieu Eaux la qtFerenee dé 
lordre n,on aura 
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y Es =ynÿ, +70 D ,, ne 
n(n—1)}(n—2)(n— 3) 
te de A0 A TETE 


D'où , en prenant la différence suivante, 


—2) 
(PSN UN ETeTE Tee = en ra pe —(Y3—7 4 
axTr! “ 
DER (r1—2) = 
ds 1509 9 4 Dr Tee 


On voit que chaque terme de A"y se retrouvera dans A"#!y 
et fournira un terme de même ordre et de même signe que 
le suivant, et qu’ainsi les signes seront encore alternalive- 
ment positifs et négalifs , et que de plus chaque coellicient s’ob- 
tiendra en ajoutant celui du même rang dans A”y avec le pré- 
cédent; d’où il suit , d’après la proposition précédente , que les 
coefficiens de A"T'y seront ceux de la puissance 7 +1‘"* d’un 
binome ; et que par conséquent la loi observée pour les trois 
premières différences, a lieu indéfiniment. On a donc pour 
l'ordre m 


de pe ml 1) 


m(m—1)(m— — 2) 
TANT RTE 





Yo+ ÿ3— ec. 

213. Prosrème. Calculer la différence mi" d'un polynome 
entier et rationnel du degré m en x. 

On commencera par "observer que la différence d’un poly- 
nome entier et rationnel, est toujours d’un degré moindre 
d’une unité que ce polynome , et que la différence d’ure con- 
stante, c’est-à-dire d’une quantité indépendante dx , est nulle. 
Cela posé, il est évident que le seul terme du degré m pourra 
influer sur la différence de l’ordre m , et que, par conséquent, 
on pourra dans le cas proposé, supposer le polyÿnome réduit à 
son premier terme Ax”. Or, la différence de Ax" sera un poly- 
nome complet du degré m — 1, dont il faudra prendre la diffé- 
rence de l’ordre m— 1, et que l’on pourra, par conséquent, 
encore réduire à son premier terme Amx"7'#. On verrait sem+ 


é915 7 
blablement que dans la seconde différence, il faudra se borner. 
à considérer le premier terme; et ainsi de suite , jusqu’à la dif- 
férence de l’ordre m. Ges premiers termes seront successi- 
vement : 


î 


AMEN, 

Am(m—1)x"T"}h, 
Am(m—1)(m—o)ax" hs, ..., 
Am(m—i)(m—9)...58.2.1.h". 


La différence de l’ordre m d’un polynome de la forme 
Ag Ban D Cam... ETr+U, 


est donc constante et égale à A.1.2.3...m.h", et ses diffé- 
rences d’un ordre plus élevé sont nulles. 
Si Pon fait Az 1 et À = 1, la différence m'"° se réduit à 


DS r,9,97) 1m; 


1°®, CorozLaïRE. Si l’on dispose sur une ligne horizontale les 
différentes valeurs y, ÿ1, Ya. ; Ym) que reçoit une fonction dx, 
quand on y remplace x par x, x +h,x + oh,.,., x<+mh, 
et qu’on retranche tous les termes de cette ligne lun de l’autre, 
dans le même ordre, on aura les différences premières de cha- 
cun d'eux; si lon retranche ensuite ces différences les unes 
des autres dans le même ordre, on obtiendra les différences se- 
condes de y, Yr y Ya» --.- Et en continuant ainsi jusqu’à l’ordre 
m , on trouvera des différences égales pour tous. les termes, sk 
+ est une fonction entière rationnelle du degré m. 

Si par exemple on suppose y==x* et h—1, et que l’on 
commence par x—1, on formera ainsi le tableau suivant, 
où la ligne des différences troisièmes ne renferme que des 
termes égaux entre eux, et à 1.2.3, 


LR er 27 Gé 305.4 3 046 343; 519, 248 


74 19, B7, 61, 91, 197, 166, 
, 30, 36, PAS in 
6, 6, 6, 6, Cas 


2° Corœzammr. Si dans la valeur de A"y tirée du problème 
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précédent, on remplace y par x”, et que Fon fasse ensuile 


X= M, On aura 
m ts 


AY m Sn =) (mat F— elc. 


Or, nous venons de voir qu'on avait 
ANRT 0: + mh”. 


D'où suit cette identité, en faisant À —1, 
m(m 
mm — m (im + 1)" + Rs ne “(m4 A tu 
AC AR Eee ; 
| Q mm — 1) (m— 


f m 
RM NU PIN, +. 


Si l’on faisait À—— 1 ,on aurait, quand m serait pair, 


mr — m(m—1)" + AE 1) (m— 2)" 
4 MP ES PNA 7 c dt À 
ES ANNE TRUE Dim 2) (m — 3)" © © Men À 


1.2.3 


Et si m était impair, on aurait 


mt — m(m — 1)" + Le nn ol AL 
et, STE va h 
PA (= 1 — 
RON SA 2 à at NOT UN 


T'héorèmes sur les Nombres premiers. 


214. Tréorème. S: le produit AB est divisible par un nombre 
P premier avec B, le facteur À sera divisible par P. 

En effet, le plus grand commun diviseur de B et P, étant 
par hypothèse l'unité, on déduit de la théorie élémentaire du 
plus grand commun des que celui de AB°et AP sera À, 
et que P divisant AB et AP, divisera leur plus grand commun 
diviseur A. 

Cororrarme. Les: principales conséquences de ce thtorème 
fondamental sont exposées dans tous les traités élémentaires On 
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en déduit, par exemple, la manière de décom poser un nombre en 
ses facteurspremiers , d'où l’on peut conclure un moyen de déter- 
minier tous les diviseurs d’un nombre. Soit en effet am 65 P etc. 
le nombre proposé (4,6, y.... , étant des nombres premiers), 
tout diviseur de ce nombre sera de la forme a“6”37.,. , les ex- 
pOSADs #, 7, F,..., Ne peuvent surpasser m,u,p,...; d'où il 
suit que tous les diviseurs du nombre proposé, seront les diifé- 
‘rens termes du produit des facteurs 


Qéiupue an Me pen (ele Le en) 
(1 TASER + ...+),... 


Le nombre de ces diviseurs est (m+1)(n+1)(p+1).... 


La somme de ces diviseurs peut se mettre sous la forme 
(— ETS x Fer Vs LATE. A Es) D 
œ— 1] C— 1 y — 1 di 

On en déduit le moyen de trouver un nombre qui ait un 
nombre donné p de diviseurs. On décomposera p en facteurs 
quelconques ; on diminuera chacun d'eux d’une unité, et l’on 
prendra ces nombres pour exposans de facteurs premiers arbi- 
traires ; il en résultera un nombre qui admettra p diviseurs. 

Il suit encore de là que tout carré admet un nombre impair 
de diviseurs; car tous les exposans de ses facteurs premiers 
étant pairs, le produit (m+1)(n +41) (p+-1).... est impair. 

Si lon demandait de combien de manières le nombre 
N—2"6"7P.., peut se décomposer en deux facteurs, on trouverait 





1 
a (m+1) (n+1) (p+41).., parce que à chaque facteur À corres- 


: N | | 
pond Pinverse 3 > €t que par conséquent le nombre des produits 


de deux facteurs différens , est la moitié de celui des diviseurs. 
11 faut en excepter le cas où le nombre N serait un carré; alors 
le nombre des diviseurs est impair , parce que la racine carrée 
se correspond à elle-même rire donner le produit N; d'ou il 
suit que dans ce cas il faut prendre la moitié du nombre des 

diviseurs diminué de l'unité, et ajouter 1 au résultat; c’est-à- 
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dire que le nombre des manières de décomposer un carré en 
1 we 
deux facteurs, est Es { (n+1)(n+ 1) (p+i) ... + }. 


1 
La formule précédente "3 (m<+i1)(a+ 1) (p+41).... pour- 
rait encore être employée.en prenant l’unité au lieu de la frac- 


tion : que donnerait la division de(m+-1)(n+4-1) (p#4-1).…par 2. 


Si l’on: voulait que les deux facteurs dans lesquels on décom- 
pose N, fussent premiers entre eux, le nombre des combinai- 
sons ne dépendrait plus des exposansm, n,p,..…., et serait le 
même que si lon avait N — «67 ...; d’où il suit qu’en appelant 
k le nombre des facteurs premiers æ,6, 7,...., on aurait 


pour le nombre des ct G+1)G+1)(i+i1}...…, ou 


— A 2*, ou enfin 2*—! 


7 Prosième. Trouver combien 1l y a de nombres pre- 
miers avec un nombre donné N et inférieurs à N. 

1°. Supposons d’abord N=—aM, & étant un nombre premier 
et M un facteur quelconque qui peut être divisible par une puis 
sance quelconque de #. Les termes de la suite 1,2,3,...,N, 
qui sont divisibles par æ&,sont &, 24,3æ,...,Ma; en appe- 
lant donc x le nombre des termes de la première suite, qui ne 
sont pas divisibles par «, on aura 


z—Ma—M—M @—1)=N (ii). 


2°, Soit maintenant N — «46 M, «& et 6 étant deux facteurs pre- 
miers différens , et M un nombre quelconque ; on pourra distin- 
guer dans la suite, 1, 2,3,...,N, trois sortes de termes; les x 
termes premiers avec « et 6; ceux qui sont divisibles par & sans 
Vêtre par 6, ou par 6 sans l'être par «; et enfin ceux qui le 


: he N 
sont par «6. Les termes divisibles par & sont au nombre de - 
æ 


ou M6; mais si lon en Ôôte ceux divisibles par 6, leur nombre 
se réduira d’après le cas précédent à M(C— 1). 
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De même les termes divisibles par 6 , sans Pètre par +, sont 
au nombre de M(æ— 1); et les termes divisibles par «6 sont 
en nombre M. On aura donc 


aM=x+M(—1)+M, 
+ M (a— 1). 


Or , le premier membre «6M peut être mis sous la forme 


: [t+(a—1)][1+(6— 1)]M, 


et développant, d’après la loi connue du produit de binomes 


“ 


ayant même premier terme, on aura 


de nee ee Lee 
Die) ) 


Comparant avec le second membre de léquation précédente ; 
on trouvera 


L 1 
2=M(a—1)(C—1)=N(: —:)(—5) 
3°. Soit N— «63M. 


On pourra distinguer dans la suite 1,2,3,...,N, quatre 
sortes de termes; les x termes premiers avec æ,6, 7; les ter- 
mes divisibles par un de ces facteurs seulement; ceux qui le 
sont par deux seulement; enfin ceux qui le sont par trois. Les 


. N e 
termes divisibles par & sont au nombre de — , ou de M6 ; mais 
da 


si on ne considère parmi eux que ceux qui sont premiers avec 
6 et y, il n’en restera que M(6 — 1) (y — 1), d’après ce qu'on 
a vu dans le cas précédent. 


A N , 
Les termes divisibles par «6 sont au nombre de eu deM); 
où 


mais en ne considérant que ceux qui sont premiers avec 7 ; 
leur nombre se réduit à M(7— 1). 


» e N 
Enfin, les termes divisibles par «£y sont au nombre de aC>” 
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ou de M. On aura donc, 


aeyM= x +MGÉ—1)G=1)#+M(e-i) &M, 
: +M(az— 1) (É—1) +M(6—:1), 
HM (1) O3) + M 3) 


Considér ant encore atyM comme le produit F 


[TH Ra IX EEE KL EG) JOE, 


ei le comparant au second membre de léquation précédente, 
on en conclura 


x=M(xz—1)(C—1)(>—1) =N(—5)( Ge: 


On déduirait semblablement le cas de quatre facteurs pre- 
miers de celui de trois; et ainsi de suite. De sorte que les 
nombres premiers avec un nombre de la forme N —4«"€C"3r01.. 
et plus petits que N , sont en nombre marqué par: 


(==) 


216. Prosrèmr. Trouver combien de fois un nombre pre- 
mier 0. est facteur dans la suite 1,92, 3, ... N; ou en d'autres 
termes , quelle est la plus forte puissance de 0 qui divise. le pro- 
uitir,19 8. 


Soit x le nombre de fois que 8 est facteur dans 1.2.3... N, 


et désignons par E (5) le plus grand entier compris dans + 


TL est évident que E ( 7) est le nombre des termes de la suite 


2,2,8,....,N, qui sont divisibles par 6; que E(S ) est le 


nombre des termes de la même suite , qui sont divisibles par 6; 
et ainsi de suite. Or, il est évident que le nombre total des 
facteurs Ê contenus dans le produit 1.2.3 ,..N ,est égal au 
nombre des termes qui contiennent une seule fois le facteur, 
plus le nombre de ceux qui le contiennent deux fois, plus le 


{ 5a1 ) 


hômbre de ceux qui le contiennent trois fois; et ainsi de suite} 
o1s 


. jusqu'à ce que ;; se trouve moindre que l'unité. On aura done 


HOT OMONS 


- Si par exemple on cherche combien de fois 7 se trouve fac- 
teur dans le produit des nombres naturels 1,2, 3, ete., jusqu’à 
10000 , on aura les opérations suivantes, 


AR ( AR) de, 
LE(S) (18 )=i, 
ER) eE (2) = 29; 
7 IN 
ÉD É) 
F ETS 
(RS )=E(:) 
7 4 


* La somme de tous ces nombres étant 1665, laplus forte puis 
sance de 7, qui divise le produit 1.2.3... 16000 est 715%, 


Si lon ayait N—=67, Lotus de E G): E (G) DRPIIRET 2 


gm—; N— 1 
ban" 8 A" 
217. On n'a pas encore “trouvé de formule qui donne tous 
les nombres premiers et qui nen donne pas d'auires. On peui. 
démontrer que si celte formule existe , elle ne saurait être une 
fonction entière ét rationnelle d'une variable x. Car, soit par 
exemple la formulé Ax” + Bat + Com? He Ch Tr + LUS. 
et'soit a une valeur d’x qui donne pour le polynome le CS 
prémier p; faisons x —@ + py, y étant un nombre entier 
quelconque; le terme indépendant d y, apr ès la substitution, séra 


Aer Bart dec seal Uh o1iê 

















Î 


Os 





raient 0m1,6m—3, ,,,, 1, dont la somme est 
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ce qui est égal à p, et tous les autres termes renfermeront le 
facteur p; on aurait donc un nombre différent de p et divi- 
sible par p, et qui ne serait pas par conséquent un nombre pre- 
mier. La formule Az"... + U ne peut donc renfermer uni- 
quement des nombres premiers. 

218. La suite des nombres premiers est indéfinie. Car soit p 
un nombre premier quelconque, le produit des nombres pre- 
miers , depuis 1 jusqu’àp , augmenté de lunité, ne peut être 
divisé par aucun des nombres premiers , depuis 1 jusqu’à p; 
donc, ou il est premier , ou #b admet des diviseurs premiers 
au-dessus de p. Donc enfin, quelque grand que soit un.nombre 
premier , on en peut encore trouver un au-dessus ; ce qui dé- 
montre la propriété énoncée. 

219. Taéorème. Soit p un nombre prerier , et N un nombre 
entier quelconque , non divisible par p; le nombre NP —:1, 
sera divisible par p. 

En effet, soit x un nombre entier quelconque, on aura 


Gta) =i pr PET D et de 
NAS EG re .. + x. 


o\. NMSET ENS 


Or, je dis que tous les termes du second membre, excepté 
le premier et le dernier, ont leurs coefliciens divisibles par p. 
Car soit le coeflicient général 


p(p—1)(p=—2)...(p=nti) 


A“ 09 [2 3 ._….. 1 


Il est nécessairement entier ; et comme p est premier, et que 
lonan<p, il sensuit que le facteur p du numérateur, ne 
peut détruire aucun des facteurs du dénominateur ; ceux-ci sont 
donc détruits par les facteurs (p—1), (p—2),...,(p—n+1); 
et par conséquent p restera facteur du quotient. Donc... 
(1-Hx}—1—a? est divisible par p , quel que soit l’entier x. 
Posons maintenant 1+x=N, on aura alors NP—(N—1)—1, 


qui devra être divisible par p; donc NP ne diffère de (N—1}?+2 
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que par un multiple de p; et en sous-entendant ce multiple ; 
on aura 
NP=(N—1ÿ +1, 

ou en retranchant N de part et d'autre ‘ 

Nr NE IN — 1) —(N — 1). 
Changeant N en N — 1 , on aura semblablement 

CNP ER ON SENTE (NS SEE ON 2), 

et-de même 


EN — 2) 2) = (N — 3 (N 5). 


En continuant ainsi on arrivera à (N — N° —{N—N) ou zéro: 
Donc N? — N est nul ,en faisant abstraction de tous les mul- 
tiples de p qu’il renferme. Donc enfin NP —N ou N(NP1—:) 
est divisible par p. 

D'où il suit que toutes les fois que N ne sera pas divisible 
par p, le nombre N?7'— 1 le sera. Ce qu’il fallait démontrer. 

220. Tuéorème. Si n est un nombre premier, le produit 
1,2,3,...,n—1,augmenté de l'unité, sera divisible par n; 
et réciproquement , tout nombre qui satisfera à cette condition , 
sera premier. 

En effet, nous avons vu (page 216) que on avait, quel que 
füt le nombre pair m, 


M mi (M — 1)" + NA mr 1) (m — 2)" 





INC PE à 1 re _ m{m—1)(m— D 


Ne mile. à 


Si lon fait m—n—1, et qu'on néglige les multiples den, 
on aura par le théorème précédent 
m1, (m—i1)"=1, (m—o)r— Ë Le 
Donc le produit 1.2.3...m, en y négligeant les multiples de 
n ,se réduit à 


1m + —— 


m(m—a) m (m—1)(m—2) . 
2 AD AE AS "OS + cic., 


de 


( 22% ) 
le nombre de ces termes étant m; imais celle somme est le: 
développement de (1 — 1}", moins son dernier terme qui est” 
+ 1, parce que m étant égal à n — 1 , est pair. Donc, le pro- 
duit 1.9.3.,.m,ou1.2.38... (n— 1), est égal à un mul-, 
tiple de 7 ,moins l’unité, et par conséquent 1.2.3...(n—1)+1 
est divisible par A 

Réciproquement , il n’y a que les nombres premiers qui sa 
tisfassent à cette condition. En effet, si 2 est composé de deux 
facteurs inégaux , ils seront compris tous les deux dans la suite 
1,2,3,...,(n—1),et par conséquent le produit 1.2.3...(1—1) ,' 
serait divisible par 7. De même, si n était le produit de deux 


: . cn À ; 
facteurs égaux à &, On aurait a 3 (= 1), et par conséquent 


la suite 1,2,5,...,(n—1), renfermerait a et 2a, et le produit 
serait encore divisible par a? ou par a. Donc enfin la quantité 
1.2.3... (n —1)<+i1nest divisible par n que quand n est 
premier. | 

_ Ïl résulte de là que pour s'assurer si un.nombre est premier, 
il sufirait de voir si le produit des nombres naturels jusqu’à, 
ce nombre exclusivement , donne.— 1 de reste, quand on le 
divise par'ce même nombre. Mais ce produit devient tellement 
considérable quand 7 a une valeur un peu élevée, que ce 
moyen de vérification est réellement impraticable, et bien 
moins prompt que lessai par la division. On peut cependant 
Tabréger , en substituant à la "dernière moitié des facteurs 
1,2,3,,(n1—2), (n—i1), leurs seconds termes —1, 9, …: 
ce qui re fait que retrancher du produit ur multiple de n : alors 
les facteurs à égale distance des PRE sont égaux et de 


signes contraires : de ae que si = (r ——— 1) est pair, on pourra 


faire abstraction des signes —., #4 il faudra que à... .. 
LR : t = LS Ê e - | sien sf } \ 
71 En 1 


WE î PRUUNT ES 
À À -2:3 UE LE 1) : .+ 1 soit divisible par n; et si.——— 
: Li pi $ 1 î i ; EU + » + «3 s + 3 RE | 


est impair , à fade FA 


— {1 En (ne D+ sh 1 où En ‘ Æ (=) li, 
£. 2 


< 


( 295 ) 


soit divisible par n ; ce qui exige que l’un des deux facteurs 
1 1 
{1.0.3. . a (1) +1} ou da: .… A Cours 1) — 1}, 
soit divisible par 7. Ainsi , en divisant 1.2.3... à (n—1) par 
1 Ç Jos, MR. : 
n, quand : (n — 1) est impair, il faudra pour que n soit pre- 
mier que l’on trouve +1 où — 1 pour reste. 


Recherche des valeurs singulières que prennent dans 
certains cas Les Jonctions d'une seule variable. 


On ne connaît pas de règles générales au moyen desquelles 
on puisse, dans tous les cas , déterminer les valeurs des fonc- 


-tions qui se présentent sous une forme illusoire quand on 


donne à la variable dont elles dépendent , certaines valeurs par- 
ticulières. Nous nous bornerons à faire connaître deux théo- 
rèmes au moyen desquels on peut , dans un grand nombre de 
cas, déterminer les valeurs singulières qué prennent les fonc- 
tions de la forme 
f@) 
» [FG@)}F, 
1» 

lorsqu'on y suppose x — ©. 

291, 1*Tuéorème. Si, pour des valeurs croissantes de x, la 


différence 
fEx Fi) f(x) 
converge vers une certaine limite k, la fraction 


f @) 


a 


FA 


convergera en même temps vers la méme limite. 

Supposons d’abord que la quantité k ait une valeur finie, et 
désignons par e un nombre aussi petit que Pon voudra. Puis- 
ue des valeurs croissantes de x font converger la différence 


f(a+a ef " 


* (226) 
vers Ja limite À, on pourra’ donner au nombre h une valeur 
assez grande pour que, x étant égal ou supérieur à X, la diffé- 
rence dont il s'agit soit constamment comprise entre les limites 


Re, k+e. 


Cela posé, si l’on désigne par 7 un nombre entier MN re 
chacune des quantités 

dE re AN) 

F Cho 2) f (A ch 0), 


etc... 


FRE RS PCR Lin 2 1); 
et par suite'leur moyenne arithmétique, savoir ; 


Ch. ra n) nf), 


IT 


.se trouvera comprise entre les limites k—+,hk-—e. On aura 


donc: Bi 
ie fChHn)r ft k ji ) rofCh )e pe 
1 î 
& étant une quantité comprise entre les limites — +, +s. 
Soit maintenant 
L’équation précédente deviendra 


(ae jte =ÉC) ue, 


et l’on en conclura 
f(x)=f(h)+Cx—h)(k+e), 
k 
LOL + (Se 12) CEae 


va 


De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de x, il 
suffira de; faire croître indéfiniment le nombre entier n; Sans 
changer la valeur de A. Supposons, en conséquence , que dans 
l’équation (2) Pon considère h-comme-une quantité constante, 


(227 ) 
et x comme une quantité variable qui converge versa limite 0, 
Les quantités, 


fu) on 
Æ Re 


renfermées dans le second membre, convergeront versl a limite 
zéro , et le second membre lui-même vers une limite de la 
forme 


k+ a, 


æ étant toujours compris entre — + et He. Par suite, le rap- 
port 
f(x) 
Æ 


aura pour limite une quantité comprise entre k—+ et kH+e 
Cette conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse 
du nombre s, il en résulte que la limite en question sera pré- 
cisément la quantité k. En d’autres térmes, on aura 


(dre lim LE = k= lim, [ f(x+2) — f(x) |. 


Supposons, en second lieu , À 00. En désignant alors par 
XT un nombre aussi grand que l’on voudra, on pourra toujours 
attribuer au nombre À une valeur assez considérable, pour 
que, x étant égal ou supérieur à À , la différence 


| f(x+1)= f(x), 


qui converge vers la limite wo, devienne constamment supérieure 
à H;et, en raisonnant comme ci-dessus, on établira la for- 


mule 
f{ jupe En AE Re , 


Si maintenant on pose A+ n— x, on trouvera, au lieu de Pé« 
quation (2) , la formule suivante 


DOS 


( 228 ) 
de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la l- 


mite © , : 
fe 


lim. 


La limite du rapport 


fG) 


u 4 


sera donc supérieure au nombre H, quelque grand qu’il soit, 
Cette limite supérieure à tout nombre assignable ne peut être 
que Pinfini positif. 

Supposons enfin À ——00. Pour ramener ce dernier cas au 
précédent, il suflira d'observer que, la différence 


J(x+1)—f(r) 
ayant pour limite — co , la suivante 
ve ge CE 
aura pour limite + 00. On en conclura que la limite F there à 
f(x) 
Fr, 


.- Conozrfairre. Pour donner une application du théorème pré- 
cédent , supposons 


ire. 





est égale à + oo , et par suite que celle de est égale à — oo; 


L étant la caractéristique des logarithmes dans un système dont 
la base sur passe l’unité. On trouvera 


ea) fe) = Le +1) <L@)=L( +5), 
et par suite URI | 
RE G+2)=2 (1)==0. 
On peut donc aflirmer que, x er: à croître indéfiniment, 


le rapport 


ve 
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convergera vers la limite zéro; et il en résulte que, dans un 
système dont la base est supérieure & L'unité, les logarithmes 
des nombres croissent beaucoup moins rapidement que les 
nombres eux-mêmes. 
CorozraiRe. Supposons , en second lieu, 


at x) = À?, 
A désignant un nombre supérieur à l'unité. On trouvera 
f(xz+i1)—f(x) = AT —AT = AT (A — 1), 


et par suite 
: = (A —1)A? = 00. 


On peut donc affirmer que, x venant à croitre indéfiniment , le 
rapport 

AT 

tm 
converge vers la limite o ; et il en résulte que l'exponentielle 
AT, lorsque le nombre À surpasse l'unité, finit par croître 
beaucoup plus rapidement que la variable x. 

CororraiRE. On doit observer , au reste, qu'il n’y a lieu à 

chercher par le 1°* théorème la valeur du rapport 


FE 


a 


ZT 


# 


correspondante à x = 00 ,que dans le cas où la fonction f(x) 
devient infinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie 


f(x) 
es 





pour æ= © , le rapport aurait évidemment zéro pour 


limite. 
Je passe au théorème qui sert à déterminer dans plusieurs 
cas la valeur de 


AGE 


pour x — ©. Voici en quoi il consiste : 
229, 2° Tnéorèms. S2, la fonction f (|x) étant positive 


v 


( 239 °) 
pour de très grandes valeurs de x, le rapport 
f(z+1) 
BICR 


converge, tandis que x croît indéfiniment, vers la limite k, 
l'expression | 


Li 
CCF 
convergera en méme temps vers la méme limite. 
Supposons d’abord que la quantité À, nécessairement positive, 
ait une valeur finie, et désignons par € un nombre aussi petit 
que lon voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font con- 


verger le rapport 
fx +1) 
| f(x) 


vers la limite k, on pourra donner au nombre une valeur as- 
sez grande pour que, x étant égal ou supérieur à h,le rapport 
dont ül s "agit soit constamment com pris entre les late 


Re, R4e. 


Cela posé, si on désigne par n un nombre entier quelconque , 
chacune des quantités 


Patio) WPUACR 2) f{htn) 
fG) ? f(Gh+i1)" f(hFn—3) 


et par suite leur moyenne géométrique, savoir, 


| fUEnTT 


se trouvera comprise entre les limites Àk—:, k+:; on aura 
donc 


f(itn) y LU 
PTT Er —R+a, 


( 201 ) 


æ étant une quantité comprise entre les limites —e, + 


Soit maintenant 


h+n=x. 


L'équation précédente deviendra 


, Lptee prime 
(HUE el —=hk+a, 


) 
el l’on en conclura 


SHC DEN A ULD PAC ei. D y 


hr 


(6)... CfHOTP=Cf OT U+e) + 


De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de x, il suf- 
fira de faire croître indéfiniment le nombre entier n, sans Chan- 
ger la valeur de À. Supposons, en conséquence, que dans 
Péquation (5) l’on considère À comme une quantité constante , 
et x comme une quantité variable qui converge vers la limite oo. 
Les quantités | 

= h 

T 

Mi ( ( ) ] AE Mere Se 

renfermées dans le second membre, convergeront vers la li- 
mite 1, et le second membre convergera luisnême vers une 
limite de la forme 


k+u, 
a étant toujours compris entre — e ets. Par suite , l'expres- 


sion 


Cf 


aura pour limite une quantité comprise entre k=— etet À + 6. 
Cette conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse 
du nombre +, il en résulte que la limite en question sera préci- 
sément la quantité 4. En d’autres termes, on aura. 


4 
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x +1 
(6).../im. LÉ) = tin GED 
Supposons, en second lieu, la quantité À infinie , c’est-à-dire’; 
puisque cette quantité est positive, À — ©. En désignant alors 
par H un nomibre aussi grand que l’on voudra, on pourra tou- 
jours attribuer au nombre h une valeur assez considérable pour 
que , x étant égal ou supérieur à k , le rapport 
f(x +1) 
f | 

qui converge vers la limite oo, devienne constamment supérieur 
à H ; et, en raisonnant comme ci-dessus, on établira la formule 


Ch+n) 

sk Fa 2] SH 
JG) 

Si maintenant on pose À n— x, on trouvera, au lieu de Pé- 

quation (5), la formule suivante 








1 I 1 
ai ARTE 
CI >CFUHIIH © 
de laquelle on conclura, en faisant converger x. vers la li- 
mite ©, 


lim. Ca) TSH. 


La limite du rapport 


T 
CFCx) F° 
sera donc supérieure au nombre H , quelque grand qu’il soit. 
Cette limite, supérieure à tout nombre assignable, ne peut être 
que l'infini positif. 
Nora. On pourrait facilement démontrer l'équation (6), en 
cherchant par le théorème 1° la limite vers laquelle converge 
le logarithme 


LftG) 7 = VO), 


et en repassant ensuite des PR aux nombres, 


( 253 ) 
Cororratre. Pour donner une application du 2° théorème, 


f(x)= x; 
f(x+1) AE 


on aura TESTS x) = ue à 


‘supposons 


et par suite, en passant aux limites, k=— 1. 
Par conséquent, si l’on fait croître indéfiniment la variable x, 


Li 


la fonction x* convergera vers la limite 1 
Corozzarrs. Soit, en second lieu, 


f(x) = ax" + bat ox" Letc....—=P, 


de sorte que P désigne un polynome en x du degré n. On trou- 
% 


vera 
fa) aQi+e Y+° (le D) Ta AVE 2} TS 


et, en passant aux limites, 


k zh, 


Si donc P représente un polynome entier quelconque , P* aura 
pour limite 1. 
Cororrarre. Soit enfin f(x) = L(x). 

On fonvers 
is GA) HAE Grau à. Er) ) 
hr | (x) AL) L(x) PTS 
et, en passant aux limites, k— 1. 


Li 
Par suite, [L(x) }* a encore pour limite l'unité 


( 234 ) 
Questions sur le calcul des Probabilités. 


223. On appelle probabilité d’un événement ; le rapport du 


nombre des cas où cet événement aura lieu au nombre total des. 


cas, supposés tous également possibles. Lorsque tous les cas sont 


favorables à l’événement, la probabilité devient égale à Punité 


et prend le nom de certitude. 

La théorie des probabilités a donc le même degré d’exactitude 
que toutes les autres théories mathématiques; on ne cherche qu’à 
reconnaître les cas également possibles, et à distinguer parmi 


eux ceux qui sont favorables à l'événement. Mais il faut bien se 


garder de croire que Papplication de cette théorie soit sus- 
ceptible dumême degré de précision ; les événemens n’ont pas 
toujours lieu suivant leur degré présumé de probabilité, parce 
qu'un grand nombre de causes, qui sont incalculables, ont 
plus ou moins d'influence sur ces événemens. | 

Nous nous bornerons ici à considérer les probabilités sous 
leur point de vue purement mathématique , et nous n’yverrons 
jamais que le rapport du nombre des cas favorables, au nombre 
des cas également possibles , et non pas indication certaine de 
la manière dont les choses se passeront réellement. 


224, 1% Princrre, La probabilité d'un événement qui dépend : 


d'un autre, est le produit de la probabilité de ce second événe- 
ment par la probabilité que celui-ci ayant lieu l'autre aura heu. 

En effet, soit p le nombre des cas favorables à l'événement 
qui doit avoir lieu le premier, et q le nombre total des cas quiÿ 


sont relatifs, sa probabilité sera Ê, Soit g” le nombre des cas re- 
gq Ë 


latifs au second événement et correspondans à chacun des cas 


du premier, etpf le nombre des cas favorables au second quand 


LA 
le premier a eu lieu; E, sera la probabilité que le premier évé: 
q È ù ‘ 
nement ayant eu lieu, le second aura lieu. Or le nombre total 
. . ,. > / 
des cas possibles relativement aux deux événemens est gq, 


, ( \235 à 
puisqu’a chacun dés g événemens de la première espèce, il en 
correspond g' de la seconde, et de même pp” est le nombre des 
cas favorables au second événement; la probabilité ée ce dernier 


f / 
sera donc PP ou É x Pi , comme nous l’avions annoncé. 
gq 


De là suit immédiatement le principe suivant : 

11° Prince. La probabilité d'un événement futur , tirée d'un 
événement dont 1l dépend, est le quotient de la probabilité de 
l'événement composé de ces deux événemens, et déterminée à 
priori, par la probabilité de l'autre événement , déterminée pa- 
retllement à priori. 

CorozcarRe. Il suit encore du premier principe que, si : est 


% 


1 
P 


mm 
€ 


la probabilité d'un événement , -— sera la probabilité pour que 


cet événement ait lieu m fois de suite, en supposant que les 
événemens passés n'influent pus sur les futurs , car si À désigne 
la probabilité pour que l’événement ait lieu un certain nombre 
de fois de suite, on aura la probabilité pour qu’il ait lieu une 


fois de plus,en multipliant À par la probabilité constante ; 


d’où il suit que les probabilités pour que l'événement ait lieu 


deux fois, ou trois fois , ... , ou m2 fois de suite, seront respec- 
3 


2 ni 
tivement at si, Are ae 
( AE? | q 
ITI° Prince. Si un événement observé peut résulter de 
n causes différentes ; leurs probabilités sont respectivement 
comme les probabilités de l'événement, tirées de leur ext- 
stence ; et la probabilité de chacune d'elles est une fraction dont 
le numérateur est la probabilité de l'événement, dans lhypo- 
thèse de l’existence de la cause, et dont le dénominateur est la 
somme des probabilités semblables , relatives à toutes les causes: 
Considérons en effet, comme événement composé, Pévéne- 
ment observé résultant d’une de ces causes. 
La probabilité de cet événement composé, probabilité que 


nous désignerons par E, sera égale au produit de la probabilité 


(2569 : 
de l'événement observé, déterminée à priort, et que nous nom- 
merons F, par la probabilité que cet événement ayant lieu, la 
cause dont il s’agit existe, probabilité qui est celle de la cause, 
tirée de lévénement observé, et que nous nommerons P; on 
aura donc 


E 
PSE 


La probabilité de l'événement composé , est le produit de la 
probabilité de la cause, par la probabilité que cette cause ayant 
lieu, Pévénement arrivera, probabilité que nous désignerons 
par H; toutes les 7 causes étant à priori également possibles, 


NE 1 
Ja probabilité de chacune d’elles est =; ona donc 


# 


si 


La probabilité de l'événement observé, est la somme de tous les 


+ 0 1 , H 
E relatifs à chaque cause ; en désignant donc pars. vi la somme 


H 
de toutes les valeurs de —, on aura 
IL 


He go 


rl 
SORTE: E , 
Péquation P = deviendra donc 


p_—_H 
SL 5 Le 
ce qui est le principe énoncé ci-dessus. 

Pour appliquer les principes précédens à un exemple, sup- 
posons qu'une urne renferme trois boules dont chacune ne 
puisse être que blanche ou noire; qu'après avoir tiré une boule, 
on la rémette dans l’urne pour procéder à un nouveau tirage, 


(237) 
et qu'après m tirages, on n'ait amené que des boules. blanches: 
IT est visible que l’on ne peut faire à priori, que quatre hypo- 
thèses; car les boules peuvent être, ou toutes blanches, ou deux 
blanches et une noire, ou deux noires et une blanche, ou enfin 
toutes noires. Si l’on considère ces hypothèses comme autant 
de causes de l'événement observé, les probabilités de Pévéne- 
ment, relatives à ces causes, seront 


or L 
à 1; 3m ) mn > ©. 
Les probabilités respectives de ces hypothèses, tirées de Pévé- 
nement observé, seront donc, par le troisième principe, 


JR dos ga" NET 
D re Rnb MOI De ne de ne UE NV sc lUir 
On voit, au reste, qu'il est inutile d’avoir égard aux hypothèses 
qui excluent l'événement , parce que la probabilité résultante 
de ces hypothèses étant nulle, leur omission ne change point 
les expressions des autres probabilités. 

Si l’on veut avoir la probabilité de n’amener que des boules 
noires dans les m’ tirages suivans, on déterminera à priori les 
probabilités d'amener d’abord m boules blanches, ensuite m”° 
boules noires. Ces probabilités sont, relativement aux hypo- 
thèses précédentes, 

2" nn 
gmm/ 7? ymd+m/)? 

\ 


0; 057 


et comme à priori, les quatre hypothèses sont également pos- 
sibles, la probabilité de l'événement composé sera le quart de 
la somme des quatre probabilités précédentes, ou 


ns Giant 


1/2" + ——) 


Les probabilités de l'événement observé, déterminées a priorr, 


( 538 ) 
dans les quatre hypothèses précédentes, étant respectivement 


3m om 1 


3m 38? 3m ? és 


le quart de leur somme, où 


1 ( io -) 
— a — J 
4 3" : 


1,7 F ? : 12 r ‘ { sas Pr 
sera la probabilité de l’événement observé, déterminée a priori; 
en divisant donc la probabilité de lévénement composé , par 
cette probabilité, on aura, par le second principe, 


2m om’ 
3 ,(3®+ 9" +1)? 


pour la probabilité d'amener m' boules noires dans lesim' tirages 
suivans. 

On peut encore déterminer cette probabilité par le principe 
suivant. 

IVe Prinerrr. La probabilité d’un événement futur est la 
somme des produits de la probabilité de chaque cause, tirée 
‘de l'événement observé , par la probabilité que cette cause exis- 
tant, l'événement futur aura lieu. #33 

Ici les probabilités de chaque cause, tirées de l'événement 
observé , sont, comme on Pa vu, 


3 nt 9" 1 


MH oMLi? ME omLi? mL om LE? 


les probabilités de l'événement futur, relatives à ces causes, 
sont respectivement 


1 om” 


"gmri gmro 03 


Oo; 1. 


la somme de leurs produits respectifs, ou 


amp om” à 
DATE D) 
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sera la probabilité de événement futur, tirée de: Pévénement 
observé; ce qui est conforme à ce qui précède. | 

Si Pon supposé quatre boules dans Purne, et qu'ayant amené 
une boule blanche au premier tirage, on HÈtUhe la probabilité 
de n’amener.que des boules noires dans les m' tirages suivans; 
on trouvera, par les principes-exposés ci-dessus, que cette pro- 
babilité est égale à 


m/+-1 (2 
3H ot 3 


MIO 


C] 


Si le nombre des boules blanches égale celui dés noires, la 
probabilité de n’amener que des’ boules noires dans m’ tirages 


1 “ | r , , p 
est —: Elle surpasse la précédente lorsque m’ est égal ou 
ar Le) Voba 2488 } 


moindre que 5; mais élle lui devient inférieure lorsque m’ sur- 
passe 5, quoique la boule blanche extraite d’abord de Vuürné 
indique une supériorité dans le nombre des boules blanches. 
L’explication de ce paradoxe-tient à ce que cette indication 
n’exclut point la supériorité du nombre des boules noires; elle 
la rend seulement, moins probable; au lieu que la supposition 
d’une égalité parfaite entre le nombre des boules blanches et ce- 
Jui des noires exclut cette supériorité; or cette supériorité, 
quelque petite que soit sa probabilité, doit rendre la probabilité 
d'amener deisuite mn’ boules noïres pus grande que dans le cas 
de l'égalité des couleurs, lorsque m’ est.très grand. , 
225. Proscèmr. Déterminer les diverses chances des loteri es. 
On sait que le nombre ‘des combinaisons de m lettres ñ 
à est 
HU m(m—i)(m—2)...(m—n+#1) 
AMD 5 9 pat A ie 
que le nombre des arrangemens de n lettres n à n est le produit 
des nombres 1,2,3,.:.,n; et enfin que le nombre des arran- 


gemens différens de m lettres prises 2 à n est 


m(m—i1)(m—2)...(m—n+#i1) 


Cela posé, supposons que le nombre des numéros d’une lote- 
terie soit n, et qu'il en sorte r à chaque tirage ; on demande la 


( 240 ) 
probabilité qu’une combinaison de s de ces numéros sortira au 
premier tirage. 

Le nombre total des combinaisons des numéros, pris r à r, 
est, par ce qui précède, \ 


n.(n—a).(n—92)..... (Hesnn 


} HR US NL RE 


Pour avoir parmi ces combinaisons le nombre de celles dans 
lesquelles les s numéros sont compris, on observera que si l’on 
retranche ces numéros de la totalité des numéros, et que lon 
combine r— s à r—s, le reste n—5, le nombre de ces combi- 
maisons sera le nombre cherché; car il est clair qu’en ajoutant 
les $ numéros à chacune de ces combinaisons, on aura les com- 
binaisons r à r dans lesquelles sont ces s numéros. Ce nombre 
est donc 


(n—s). er ren ET rar D 
A CE NE € de) 


w 


en le divisant par le nombre total des combinaisons r à r des 
n numéros, on aura pour la probabilité cherchée, 


Larire Di (Bree 70 ct) 
ne (1—1). (ne) ce (n—s +) 


En divisant cette quantité par 1.2.3...5, on aura, par ce qui 
précède, la probabilité que les s numéros sortiront dans un 
ordre déterminé entre eux. On aura la probabilité que les s 
premiers numéros du tirage seront ceux de la combinaison pro- 
posée , en observant que cette probabilité revient à celle d’ame- 
ner cette combinaison , en supposant qu’il ne sort que s numéros 
à chaque tirage; ce qui revient à faire r—5s dans la fonction 
précédente, qui devient ainsi 


| TS SEA PE 
n.(n—i1)....(n—s+i) 


Enfin , on aura la probabilité que les s numéros choisis sortiront 
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les premiers dans un ordre déterminé ; en réduisant le nuiné- 
rateur de cette fraction à l’unité. | 

. Les quotiens des mises divisées par ces probabilités sont ce 
que la loterie doit rendre aux joueurs : Pexcédant de ces quo- 
tiens sur ce qu’elle donne est son bénéfice. En effet, si lon 
nomme p la probabilité du joueur, m sa mise, et x ce que la 
loterie doit lui rendre pour légalité du jeu, x—-m sera la mise 
de la loterie; car ayant recu la mise m, et rendant x au joueur, 
elle ne met au jeu que x— im. Or pour légalité du jeu, l'espé- 
rance mathématique de chaque joueur doit être égale à sa 
crainte ; son espérance est le produit de la mise x—m de sen. 
adversaire, par la probabilité p de Pabtenir ; sa crainte est le 
produit de sa mise m, par la probabilité 1—p de la perte. On 
a donc 


pX(r=m)=(1—=p)X m; 


C’est-à-dire que pour légalité du jeu, les mises doivent être 


réciproques aux probabilités de gagner. Cette équation donne 


TE —: 
p 
Ainsi ce que la loterie doit rendre est le quotient dé la iso 
divisée par la probabilité du joueur pour gagner. | 
296. Progrème. Une urne étant supposée renfermer x boules y 


on en tire une partie ou la totalité, et l’on demande la ‘proba- 


bilité que le nombre des boules extraites sera pair. 

La somme des cas dans lesquels ce nombre est Punité, égale 
évidemment x; puisque chacune des boules peut égalément être 
extraite. La somme des cas dans lesquels ce nombre égale a; est 
la somme des combinaisons des x boules prises deux à deux, et 


à ax —1 | 
cette somme est égale à FE) . La somme des cas dans les 
1 


quels le même nombre égale 3 ; est la somme des combinaisons des 


: lens Ta à T(x—1) (x—5) 
boules prises trois à trois, et cette somme est 7 À" 


1.254 Î 
êt ainsi de suite. Ainsi lés termes successifs du développement 
16 


te 


ES El 
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de la fonction (1+4-1)*—1 représenteront tous les cas dans les- 
quels le nombre des boules extraites est successivement 1, 2, 
3, etc. jusqu'à x ; d’où il est facile de conclure que la somme 
de tous les cas relatifs aux nombres impairs est égale à 
+(1+1)"—50—1)5, où 277, et que la somme de tous les 
cas relatifs aux nombres pairs est 5 (1+1)742(1—1)"— 1, 
ou 277!—1. La réunion de ces deux sommes est le nombre de 
tous les cas possibles; ce nombre est donc 2*—1; ainsi la pro- 
babilité que le nombre des boules extraites sera pair est 


QE! Ans ares 
— et la probabilité que ce nombre sera impair est 


e 


1 ? 





DT + 27 — 
il y a donc de Pavantage à parier avec égalité pour un nombre 
impair. 

Si le nombre x est inconnu, et si l’on sait seulement qu’ il ne 
peut excéder n, et que ce nombre et tous les inférieurs sont 
également possibles, on aura le nombre de tous les cas possibles 
relatifs aux nombres impairs, en faisant la somme de toutes les 
valeurs de 2°", depuis x=1 jusqu'à x —n, et il est facilé de 
voir que cette somine est 2—1. On aura pareillement la somme 
de tous les cas possibles relatifs aux nombres pairs, en sommant 
la fonction 2%71— 1, depuis x=1 jusqu'à x=n, et l’on trouve 
cette somme égale à 2—n—+1; la probabilité d’un nombre 

Dre 11 fl 


2 ” . e 
SE et eelle d’un nombre impair 


pair est donc alors 


Qu 1 





est D > 


Supposons maintenant que l’arne renferme le nombre x de 
boules blanches et le même nombre de boules noires; on de- 
mande la probabilité qu’en tirant un nombre pair quelconque 
de boules , on amènera autant de boules blanches que de boules 
noires, tous les nombres pairs pouvant être également amenés. 

Le nombre des cas dans lesquels une boule blanche de l'urne 
peut se combiner avec une boule noire est évidemment z><x. Le 
nombre des cas dans lesquels deux boules blanches peuvent se 

x(x—1)  x(x—1) 


combiner avec deux boules noires est TT ASIN 
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ainsi de suite. Le nombre des cas dans lesquels on amènera au- 
tant de boules blanches que de boules noires est donc la somme 
des carrés destermes du développement du binome (11, 
moins l'unité. Pour avoir cette somme, nous observerons quelle 
est égale au terme indépendant de &, dans le développement de 


(+: =): X.(14+ a)". Cette fonction est égale à û LEA . Le 


terme indépendant de a, dans son développement, est aïnsi le 
nn du terme moyen du binome (1-+ a)"; ce coefficient 

Re M POP e 
“e DRE PEN x)? 
tirer de lurne autant de boules blanches que de boules noires 
est donc 





est le nombre des cas dans fesquels on peut 


Le nombre de tous les cas possibles est la somme des termes de 
rang impair dans le développement du binome (141), moins 
le premier ou l'unité. Cette somme est 5(1+41) "Hi (i—a}; 
le nombre des cas possibles est donc 2**7'—41; ce qui donne 
pour l'expression de la probabilité cherchée, 


‘14928, 2,9% 
(1. 2,8....x) 
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PROBLÈMES 
DE GÉOMÉTRIE. 


Des Points et des Lignes sur un plan. 


29721 PROBLÈME. (Fig. 15). M ENER par le point À une droite 
qui fasse un angle donné avec la droite XY. 

Par un point quelconque B de XY ; tirez BK , BH, qui for- 
meñnt avec XY l'angle donné : par le point A, menez-leur les 
parallèles AM, AN; elles satisferont à la question. 

o€ Prorème. (Fig.14). Mener par le point À une droite telle, 
que la partie interceptée entre les deux PRES XY, ZU, 
soit d'une longueur donnée à. 

Par un point quelconque B de l’une dés parallèles, décrivez 
une circonférence avec la longueur donnée d comme rayon ; joi- 
gnez au centre B les points C, D de sa rencontre avec la se- 
conde parallèle; puis menez par A des parallèles à ces deux 
lignes, elles résoudront la question. 

Le problème serait évidemment impossible si la longueur 
donnée était moindre que ladistance des deux parallèles. 

3° Prosième. ( Fig. 15). Du point A tirer une hgne ACtelle, 
que la différence entre AB et BC soit d’une longueur à donnée. 

Au-dessus de XY , tirez une troisième parallele à la même 
distance que ZU , et coupez-la par un cercle décrit de À comme 
centre avec le rayon d : joignez les points de rencontre M, N 
avec À, ces deux lignes satisferont à la question, soit que la 
troisième parallèle soit au-dessæs ou au-dessous de A. 

4° Prosrèmr. (Fig. 16). Trouver sur la droite XY un point 
M , tel qu’en le joignant à deux points donnés À, B, les angles 
AMX, BMY soient égaux. 


” 
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Abaissez de lan des deux points une perpendiculaire AP sur 
XY, prolongez-la de PK=— PA , et joignez BK; le point M de ren- 
contre de BK avec XY sera le point cherché. Car AMX—XMK 
et XMK —BMY. 

5° Progrème. (Fig. 17 ). Étant donnés deux points À, B; 
dans l’intérieur d'une portion de polygone quelconque XYZU, 
déterminer des points M, N, P, tels que les droites AM, MN, 
NP ,PB fassent des angles éxaux avec les côtés sur lesquels 
elles se rencontrent. 

Abaissez AK perpendiculaire sur XY et prolongez-la de 

: KH = AK, de IT, abaissez-en une seconde sur YZet prolongez- 
la d’une quantité égale en T ; de I, abaissez-en une troisième 
sur ZU et prolongez-la d’une quantité égale en L; joignez LB. 
Le point de rencontre P sera un des points cherchés. Tirant 
alors PN sous un angle égal avec ZU , on déterminera N, puis 
enfin M. La démonstration se ferait comme dans les cas pré- 
cédens, 

6° Prosrème. (Fig. 18). Deux points, À, B, étant donnés 
entre deux droites XY, ZU , trouver des points M,P,N,...,en 
nombre donné sur ces deux lignes, de manière que les droites 
AM,MN, NP,PB, …, fassent des es égaux avec la ligne 
sur lérstle ile se coupent. 

Abaissez AK perpendiculaire sur XY, et prolongez-la de 
RH = AK ; du point H, abaissez-en une seconde sur ZU; et 
continuez ainsi autant qu’il y aura de points demandés; lextré- 
-mité de fa dernière perpendiculaire étant jointe avec B , déter- 
minera le point P; on en déduira tous les autres points. 

Ce problème , dans le cas où les lignes XY , ZU sont parai- 
lèles, et les deux précédens, trouvent des applications dans le 
seu du billard. Ges applications sont fondées sur ce principe de’ 
physique, que lorsqu'un corps élastique rencontre un plan ré- 
sistant, il se réfléchit sous un angle égal à celui d'incidence. 

7° Prorcime. (Fig. 19). Deux points À , B étant donnés 
d'un méme côlé de lu droite XV, trouver un point M de XV 
el, que la somme AM + MB soit un minimum. 

Déterminez par ce qui précède un point M tel, que les angles 
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AMX, BMY soient égaux, ce sera le point cherché. Car soit N 
un autre point quelconque, on aura | 


AN-ENB—KN+4NB, AM+MB=—KB. Or KB<KN-HNB. 
Donc AMEL MB est un minimum. 


Si les points À , B (jig. 20) étaient de côtés différens de XY, 
et qu'on demandät que la différence des distances fût un maxi- 
mum , On abaisserait la perpendiculaire AK qu’on prolongerait 
de KH — AK, on tirerait la droite de BHM, qui détermine- 
rait le point cherché M. Car la différence de AM et MB est HB, 
et pour tout autre point N, la différence de BN à AN ou à HN 
est moindre que HB. 

8° Progrème. (Fig. 21). Étant données deux droites EF, GH, 
qu'on ne peut prolonger, 1° mener par un point donné M une 
ligne qui passe par leur point de concours; 2° tirer une ligne 
qui partage leur angle en deux parties égales. 

‘1°. Tirez une sécante quelconque AB par le point M, et une 

parallèle quelconque CD que vous partagerez dans le même rap- 
port en N, la droite NM passera Lo le point de concours des 
deux does données. 

2°. Par le point M (Fig. 22), tirez MK parallèle à XY , et 
KH qui partage l'angle MKZ en deux parties égales; béhôle 
KHX sera égal à HKZ; élevant une perpendiculaire sur le 
milieu de HK, elle passera par le point de concours des deux 
- droites données, et partagera leur angle en deux parties égales. 

9° Prosrème. (F9. 23). Les trois droites AB, AC, BC étant 
données, tirer une parallèle MN à BC, de manière que la 
somme ou lu différence des parties BM, CN soit évale à MN. 

1°. Partagez les deux angles intérieurs B et C en deux parties 
égales, et menez par leur point de rencontre O la parallèle MN, 
à BC, elle sera la ligne cherchée; car MO—MB et NO—NC. 

La même construction peut se faire en dessous de BC. 

2°. Tirez des droites BK, CK , qui divisent les angles ABC, 
ACD, en deux parties égales; la parallèle Kmn à CB sera la 
ligne cherchée, car Km=mçG et Kn=n8B. 
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10° Proscèwe. (Fig. 24). Élant données les trois droites AB, 
AC, BC, mener une parallèle MN à BC, telle que la somme ou la 
différence des parties BM , CN soit égale à une ligne donnée. 


On a BM : NC :: AB : AG, 
d’où BM NC : NC :; AB Æ AC: AC. 


Or, AB, AC et BM Æ NC sont connus, cette proportion fera 
donc connaître CN. 

11° PROBLÈME. (Fig. 25). Étant donné le carré ABCD, y 
inscrire un autre carré donné. 

Soit EFTIK le carré inscrit demandé. On aura 

SEE NA € ——2 —12 La 
EF= AE +AF—FB+AF. 

On connaît donc la somme des carrés des segmens AF,FB; 
la retranchant du carré de AB, on connaîtra le double rec- 
tangle de ces segmens ; la question reviendra donc à trouver 
deux lignes, connaissant leur somme et leur produit, ce qui 
n’oflre aucune difficulté. 

19° Proscèmr. (Fig. 26). Étant donné le triangle ABC et un 
point D sur un des côtés, y inscrire un triangle semblable à un 
triangle donné et ayant un de ses sommets en D. 

Prenez un triangle quelconque MNP semblable à celui qu’il 
faut inscrire, et soit M l'angle qui doit avoir son sommet en D. 
Décrivez sur MN et MP des segmens respectivement capables. 
desanglesB, À; et, par M ,tirez KH telle que KM :MHX :: BD :DA 
(voy. 13° Prob. ); joignez KN, HP , et prolongez-les en L; le 
triangle HKL sera semblable à ABG , le point M sera situé sur 
KH de la même manière que D sur AB ; le système construit est 
donc semblable à celui qu’on cherche ; et par conséquent ce der- 
nier s’obtiendra soit en reportant sur ABC des segmens qui. 
soient à ceux de KHL dans lé rapport des côtés de.ces triangles, 
soit en tirant par le point D des lignes sous les mêmes angles. 
qu’au point M. 

13° Proguème. (Fig. 27). Etant donnés deux cercles A,B 
qui se coupent, mener par un de leurs points de rencontre G, 
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une sécante telle, que les cordes interceptées soient dans le rap- 
port de man. 


Supposons que MN soit la ligne cherchée; abaïssons sur elle 


les perpendiculaires AK, BH, les moitiés KC, CH des cordes 
seront aussi dans le rapport de m à n; si donc on partageait AB 
en O dans le rapport de mà n,et qu’on joignit OC, cette ligne 
serait parallèle à BH et AK , et par suite perpendiculaire sur 
MN. On résoudra donc le problème en prenant un point O qui 
divise AB dans le rapport de m à n,et en tirant par C une per- 
pendiculaire MN à OC. ; 

La sécante pourrait encore être placée de manière que ses 
points de rencontre avec les cercles fussent du même côté de C, 
comme CM'N”. On verrait de la même manière que pour avoir 
CM’ : CN'::m£n, il faudra déterminer un point X sur le pro- 
longement de AB , de manière que lon ait XB :.XA :: m:n, 
joindre CX, et lui mener par le point C une perpendiculaire 
CN’ qui sera la ligne cherchée. 

14° ProBLÈms. (F9. 28). Etant donnés deux cercles À ,B, qui 
se coupent en GC, mener par ce point une sécante , telle que la 
somme ou la différence des deux cordes soit égale à une ligne 
donnée 2e, | 

1°. Soit MN ( fig. 28) la ligne cherchée,abaïssez les perpendicu- 
laires AK, BH à MN; KH , moitié de MN, sera d’une longueur 
connue #, ainsi que sa parallèle BE. Tout se réduit donc à faire un 
triangle rectangle dont AB soit lhypoténuse , et dont un des côtés 
de langle droit soit la demi-somme donnée #. Or, on peut con- 
struire deux triangles d’après ces données ; il y aura donc deux 
directions pour MN , et elles feront des angles égaux avec AB. 

Les deux triangles que l’on ferait de l’autre côté de AB, re- 
produiraient les deux mêmes directions pour MN. 

Il suit de Ïà que la plus grande valeur de fa sécante MEN a 
lieu quand elle est parallèle à AB. 

a°, Soit la droite CMN ( jig. 28 bis) telle que la différence MN 
des deux cordes, soit égale à 24. Abaïssez les perpendiculaires 
BK , AH, à CN; la différence KH des demi-cordes sera &; menant 


la parallèle AL à CN, on connaîtra dans le triangle rec= 


. À 
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tangle ABL , l’hypoténuse AB et le côté AL. On pourra donc 
encore construire deux triangles ABL , ABL”, et menant par C 
des parallèles aux côtés AL, AL”, on aura deux lignes qui sa- 
tisferont à la question , et qui feront des angles égaux avec AB. 

Si lon voulait que les deux points M, N fussent situés comme 
dans la figure 28 , on décrirait un cercle égal à B , et qui lui fût 
tangent en C, et l’on rentrerait dans la même construction. 

15° Proscème. (Fig, 29). Partager un triangle ABC en m 
parties équivalentes, par des parallèlés à un de ses côtés. 

Pour avoir la première parallèle CD à BC, faites la proportion 

—2 2 $ 
AB à AC ::m:1. 


e 


Pour construire la seconde parallèle EF à BC, faites # pro= 


portion AB AE ::m: 2; et ainsi de suite. 

16° Proncème. (Fig. 3). Tirer d'un point donné À une 
sécante AZ telle, que les parties interceptées entre Les trois droites 
données OB, OC, OD, sotent dans le rapport dem à n. 

Prenez les lignes MN , NP , dans le rapport de m à n; décri- 
vez sur elles des segmens capables des angles #, 6, et soit Q leur 
point de rencontre; faites l’angle PQOK — DOA, vous aurez ‘un 
sysième semblable à celui qu il faut construire. Prenant alors 
QA'—=OA , et tirant A'V parallèle à KM, il suffira de reporter 
QV sur OB, de O en 7; le point Z sera déterminé. 

17° Progcème. (Fig. 31). Trouver le lieu des points tels que 
le rapport de leurs distances à deux points fixes À, B, soit 
constamment écal au rapport donné de in à n. 

Construisez d’abord les deux points M, N de ce lieu , qui se 
trouvent sur la droite indéfinie AB, et pour cela prenez 


ANA MBA imusn el ANNENR IE m2 
Cela posé, soit X un point quelconque, tel que 
AX : XB;: mn; 


on sait qu’en joignant MX, l'angle AXB sera partagé en deux 
parties égales, et aw’en joignant NX, son supplément BXY Le sera 
de la même manière; les lignes MX, NX seront donc perpendi- 


L 
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culaires entre elles; le lieu cherché des points X sera donc un. 
cercle décrit sur MN comme diamètre. 

18° Prosrème. (Fo. 32). Trouver les points d’un plan qui 

sont également éclairés par deux lumières dont la position est 
connue, et dont les intensités sont met n à l’unité de distance. 

La solution de cette question repose sur ce principe de Phy- 
sique, que les intensités d'une même lumière à des distances 
différentes, sont réciproquement proportionnelles aux carrés de 
ces distances. 

Cela posé : soient À, B , les deux points lumineux, et M un 
poiut qu'ils éclairent également; les intensités z, z’, respectives. 
des deux lumières sur M seront données par les proportions 


z°m°°1°AM, n°1 BM 


Or z=2; donc SE cr EE doù AM: BM::V/m:V/n. 

Le rapport de AM à MB étant constant, le lieu des points M 
est une circonférence que lon construira comme dans le cas 
précédent. 
Si l’on avait trois points lumineux ,et qu’on voulüt trouver 
les points de leur plan qui en reçoivent une égale lumière, on 
chercherait d’abord le lieu des points également éclairés par 
les deux premiers, puis par l’an d’eux et le troisième ; la ren- 
contre de ces lieux donnerait les points cherchés. Il y aura 
alors deux circonférences à décrire, et le problème pourra avoir 
deux solutions, ou une seule, ou enfin aucune. 

19° Pro8cèmE. (Fig. 33). Par.trois points A, B, C, faire 
passer les cotés d'un triangle équilatéral, dont la surface soit 
la plus grande possible. ; 


Sur AC et CB, décrivez des segmens capables de = d'angle 


droit. Si par GC vous menez une sécante quelconque , MN, et que 
vous tiriez les lignes MAD, NBD, elles âétermineront un triangle 


€ 
< 


à 2 r cl / , , * 2 
équilatéral MDN , puisque les angles en M et N sont égaux à g° 


« 


I] suflira donc pour résoudre la question de tirer par le point 


a 
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donné C une sécante qui soit un maximum; problème qui a été 
résolu (page 248). 

20° ProsLèMr, Etant donnée la différence de la diagonale au 
côté d'un carré, construire ce carré. 

Vous aurez un système semblable à celui que vous cherchez, 
en construisant un carré quelconque et sa diagonale; vous en 
déduirez le côté du carré demandé, en observant que les côtés 
de deux carrés, sont entre eux comme leurs diagonales, ou 
comme les différences de ces diagonales aux mêmes côtés. 

21° Proëzème. (Fig. 34). Inscrire dans un cercle un rectangle 
dont la surface soit donnée. 

. Sur le diamètre AB , faites un triangle AMB égal à la moitié 
de la surface donnée, et tirez AN parallèle à BM; AMBN 
sera le rectangle demandé. 

22° Prosrème. (Fio. 35). Inscrire dans un triangle ABC, un 
rectangle dont le rapport des côtés soit donné. 

D'un point quelconque M pris sur AB , abaissez MP perpen- 
diculaire sur AC, et formez le rectangle MPQR dont les côtés 
soient dans le rapport donné; joignez AQ , et prolongez AQ jus- 
qu’à la rencontre de BC en X; menez les lignes XY et XZ, pa- 
rallèles à QM et QR, elles seront dans le même rapport, et 
XYKZ sera le rectangle demandé. 

Lorsque le rapport donné est l'unité, le rectangle devient 
Un carré. 

23° Prosrème. (Fix. 36). Mener une tangente commune à 
deux cercles À et B, 

Soit MN cette tangente. Les rayons AM, BN étant parallèles , 
Je point O de rencontre des prolongemens des droites AB, MN, 
sera tel que 

OB : OA :: BN : AM. 


On pourra donc déterminer le point O en menant deux rayons 
quelconques AX , BY parallèles et dirigés dans le même sens, 
en joignant les points X, Y par une droite, et prolongeant cette 
ligne jusqu’au point O, où elle rencontre ABO. 

Le point O étant connu , on mènera par ce point une tan- 
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gente à l’un des cercles , elle le sera à Pautre. Il est clair qu'il y 
aura deux solutions symétriques par rapport à AB. 

La tangente commune pourrait avoir la position PQ, et le point 
R se déterminerait encore en menant deux rayons quelconques 
parallèles, mais dirigés en sens contraire; il y en aurait de 
même une seconde symétrique. | 

Si les cercles étaient tangens extérieurement, il n’y aurait 
que trois solutions; s’ils se coupaient, il n’y en aurait que deux ; 
s'ils se touchaient intérieurement, il n’y aurait qu’une solution; 
enfin, si l’un était intérieur à l’autre, il n’y en aurait aucune. 

24° Progrème. Décrire un cercle tangent à trois droites in- 
définies. | 

Un cercle tangent à deux droites, ayant son centre sur la 
ligne qui divise leur angle en deux parties égales , on tirera des 
droites qui divisent deux des angles en deux parties égales, du 
côté où lon voudra que le contact ait lieu, et le point de ren- 
contre de ces deux droites déterminera le centre. 

1l est indifférent lesquels on prenne des trois angles, parce que 
les droites qui les partagent en deux parties égales, concourent 
en un même point. 

… Siles trois lignes données se coupent deux à deux, il y aura 
quatre solutions; si deux sont parallèles, 1l n’y en aura que 
deux; et aucune, si les trois droites sont parallèles. 

Nous verrons plus tard que dans le cas où les droites se cou- 
pent deux à deux, le produit des quatre rayons des cercles tan- 
gens à ces droites, est égal au carré de l’aire du triangle déter- 
miné par ces droites. 

Tuéorëme. (Fig. 37). Si l'on prend trois à trous les côtés d'un 
quadrilaière, et qu'on. inscrive des cercles dans chacun de ces 
systèmes, les centres des quatre cercles qui en résulleront seront 
sur un même cercle; car si l’on partage les quatre angles À ,B; 
C, D, du quadrilatère en deux parties égales par des droites, 
les rencontres de ces droites donneront les quatre centres M, 
N, P, Q,et il suffit de prouver que la somme des angles #,6, 
est égale à deux droits. Or, « est supplément de 3 +, et 6 
l'est de « 4-0; donc « + 6 est supplément à quatre droits de la 
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éomime des demi-angles y, ?, e, 4 du quadrilatère; donc # + € est 
égal à deux droits; et par conséquent le MHAIa tbe MNPQ 
est inscriptible dans un cercle. ; 

25° Prorcème. (F1. 38). Décrire un cercle tangent à une 
droite donnée XY , passant par un point donné À , et d'un rayon 
donné R. 

Son centre sera sur une parallèle à à XY, menée à la distance 
R de XY ; de plus, il sera sur la circonférence décrite de A 
comme centre avec le même rayon ; il sera donc déterminé , et 
par suite le cercle cherché. 

Il pourra y avoir deux solutions, une seule, ou aucune, 

La condition d’impossibilité sera que le rayon R soit moindre 
que la moitié de la perpendiculaire AP à XY. 

26° Proscème. (Fig. 39). Par deux points donnés A,B, 
mener un cercle tangent à la droite XY. 

Prolongez BA jusqu’à XY en M, a tangente partant du point 
= M devant être moyenne proportionnelle entre la sécante MB 
et sa partie extérieure MA , on en trouvera facilement la lon- 
gueur; la portant de M en C sur XY , on aura le point C de 
contact ; et il ne s’agira plus que de faire passer un cercle par 
trois points À, B, C, connus. 

Il y aura deux solutions , parce qu’on peut porter la tangente 
de part et d'autre du point M. Il n’y en aurait qu’une seule si 
AB et XY étaient parallèles. 

27° Proscème. (Fig. 4o). Décrire un cercle tangent à deux 
droites, et passant par un point donné A. 

Abaissant de À une perpendiculaire AP, sur la ligne CG qui 
divise l’angle DCE donné, en deux parties égales, et la‘pro- 
longeant d’une quantité PB — PA, on aura un second point B du 
cercle; il ne s'agira plus que de mener par À et B un cercle 
tangent à l’une des deux droites CD , CE. 

Il y aura donc deux solutions quand les droites se coupe- 
ront, et une seule quand elles seront parallèles. 

28° Prosrème. (Fig. 41). Décrire un cercle qui passe par 
deux points À, B, et qui soit tangent à un cercle donné C. 

Faites passer par À et B uu cercle quelconque qui coupe le 
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cercle donné en M et N ; tirez MN jusqu’à la rencontre de AB en 
D, et menez par D une tangente DK au cercle C; le point K sera 
le point de contact du cercle cherché avec Le cercleC; car DK est 
moyenne proportionnelle entre DN et DM , et par suite entre 
DB et DA ; le cercle passant par les trois points A, B, K, sera 
donc tangent à la droite DK, et par conséquent au cercle.C. 

Comme on peut mener par le point D deux tangentes au 
cercle G , à moins que ce point ne soit sur ce cercle même, il y 
aura généralement deux solutions. 

29° Progrèmr. (Fig. 42). Par un point donné À, faire passer 
un cercle tangent à une droite et à un cercle donnés. 

Soient XY et C, la droite et le cercle donnés. Supposons que 
M,N soient les points de contact cherchés, qu'on tire la droite 
MN et qu’on la prolonge jusqu’au cercle GC, en P ; les triangles 
CPN, MNO seront semblables , parce que les cordes PN, MN 
sont dans le rapport des rayons; CP sera donc parallèle à MO, 
c’est-à-dire perpendiculaire sur XY ; on peut donc déterminer 
à priori le point P. Si on le joint au point À, il ne restera plus 
qu’à trouver le point Z où PA doit couper le cercle cherché. 
Or, le rectangle PA X PZ est égal à PN >X< PM, et celui-ci est 
égal à PK >X PH, à cause des triangles semblables PKN ; PHM. 
Le rectangle PA X PZ étant donc connu, PZ s’ensuivra, et on 
fera passer par les deux points À , Z, ur cercle tangent à XY. 

Il y aura deux solutions pour le contact extérieur des cercles, 
et deux autres pour leur contact intérieur. * 

30° Prosrème. (Fig. 43). Faire passer un cercle par un point 
donné X , tangentiellement à deux cercles donnés. 

Soient A, B les centres des cercles donnés; supposons le 
problème résolu et que © soit le centre du cercle cherché, et 
M,N les deux points de contact; tirez la droite MN, et pro- 
longez-la indéfiniment, elle coupera 1e prolongenient de AB en 
un point K. Je dis qu'on peut déterminer ce point à priori, car 
si lon joint AQ, BP, les trois triangles isocèles AQM, MON, 
BNP , seront semblables ; BP sera donc parailèie à AM ; et par 
. conséquent le point K peut être construit en joignant les extré- 
mités Ge deux rayons parallèles quelconques. 
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Cela posé, que on joigne XK, tout se réduira à trouver KY, 
parce qu’il suflira alors de mener un cercle tangent à l’un des 
cercles proposés par les deux points X et Y. Or, le rectangle 
KX X KY est égal à KM X KN; celui-ci est égal à KR X KS, 
car PV étant parallèle à MR, l'angle « est égal à 3. Or, y =€ 
comme supplémens d’un même angle P; donc 4 —=6, et par 
conséquent # + — 200°. Donc le quadrilatère RMNS est in- 
scriptible, et par suite KN X KM —KS$ X KR. Le rectangle 
KX X KY étant alors connu, le point Y s’en déduit, et le 
problème est résolu. 

Ce problème est susceptible en général de quatre solutions, 
suivant que les cercles donnés devront être à la fois, soit inté- 
rieurs , soit extérieurs au troisième, ou bien l’un intérieur et 
l’autre extérieur. Nous nous dispenserons d'examiner les cas où 
quelques-unes des solutions deviennent égales ou impossibles. 

31° Progcèmr. (Fo. 44). Décrire un-cercle tangent à deux 
cercles donnés À, B, et qui touche une droite donnée XY. 

Soit O le cercle inconnu. Si lon conçoit que le rayon de ce 
dernier augmente de MB, on aura un nouveau cercle qui aura 
le même centre O , passera par le point B, sera tangent à un 
cercle décrit du centre À, avec un rayon égal à la différence 
des deux rayons donnés, et à une droite parallèle à XY , me- 
née en dessous à la distance MB de XY ; on pourra donc déter- 
miner ce cercle par une des constructions précédentes; et le 
centre O étant connu, le problème proposé sera résolu. 

Le problème est susceptible de quatre solutions, sauf les cas 
impossibilité partielle ou absolue. 

32° Prosrème. (Fig. 45). Décrire un cercle ha a deux 
droites AX, AY , et à un cercle O. 

Soit B le centre du cercle cherché; si l’on augmente son 
rayon de MO, on aura un nouveau cercle concentrique, pas- 
sant par le point O, et tangent à deux droites parallèles à AX 
et AY, à la distance MO de cliacune d’elles. Le centre O se dé- 
terminera donc par une des constructions précédentes. 

Ce problème est susceptible de quatre solutions, 
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35° Proscème. (Fig. 46), Décrire un cercle tangent à trois 
cercles donnés. 

Soient À, B, C les trois cercles donnés, et O le cercle cher- 
ché. Si l’on augmente son rayon de Pun des trois rayons donnés, 
du plus petit par exemple , qui est celui du cercle C, le problème 
sera ramené à faire passer un cercle par le point C , tangentielle- 
ment à deux autres, ayant leurs centres en À et B , et pour rayons 
les différences des deux plus grands rayons donnés au plus petit. 

Ce problème est susceptible de huit solutions ; il peut en avoir 
moins, et même n’en avoir aucune. 

34° Proncème. (Fig. 47). Décrire dans un cercle tlonné un 
nombre quelconque m de cercles égaux qui soient tangens entre 
eux et au cercle donné A. 

Soient B, C, etc. les centres des cercles demandés; les points 
de contact D, E ,etc. , partageront la circonférénce du cercle A 
en m parties us Supposant cette division faite , on trouvera 
les centres B,C , en observant que la ligne BC est parallèle à 
DE et égale à BD + CE; ce qui ramène à un des problèmes 
précédens. 

Taéorème, (Fix. 48). Lasomme des es de deux points 
fixes À ,B,a un point M d’une circonférence donnée, est un mi- 
nimum lorsque les deux droites AM, BN font des angles éxaux 
avec le rayon CM; car les lignes AM , MB faisant alors des angles 
égaux avec la tangente eniM, la somme AM + MB est un 
minimum pour tous les points de la tangente, et à plus forte 
raison pour tous les points du cercle qui est au-delà. 

35° ProsiÈème. (Fig. 49). Trouver un point Otel, que la somme 
de ses distances à trois points donnés À,B,C, soit un minimum. 

La somme AO + CO + BO étant minimum , si on laisse AO 
constant , il faudra que BO + CO soit aussi un minimum. Or, 
le point O décrit alors une circonférence dont A est le centre; il 
faut donc, d’après le théorème précédent , que BO et CO D 
des angles égaux avec AO. On verrait de même que CO doit 
faire des angles égaux avec AO et BO; de sorte que les trois 


: LES se Le 
angles en O doivent être égaux entre eux , et par suite à 3 d'angle 
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droit. On aura donc le point O en décrivant sur Les côtés AB, 
AC, BC, des segmens capables de # d'angle droit. 

86° Proscème. (Fig. 50). Trouver un point O, dont la 
somme des distances à deux points À, B,et à une droite XY, 
Soit un minimum. 

Tirez les droites OA , OP, et la perpendiculaire OK sur XY. 
Il est facile de voir que la somme des-distances de O aux points 
A,B,K, sera un minimum ; donc, d’abord les trois angles en O 
seront égaux. De plus, les droites AOQ , BOP doivent faire le 
même angle avec XY ; car si lon mène une parallèle à XY 
par O, il faudra que AO + OB soit un minimum pour tous les 
points de cette parallèle; les deux angles P, Q, étant égaux , et 
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l'angle O étant de 3 ils vaudront chacun 25 il sufhira donc de 


tirer deux droites AQ, BP, qui fassent cet angle avec XY. 
37° Proscème. Trouver un point O, dont la somme des di- 
stances à deux droites BE, BG: et à un point A (fig, 51), ou à 
trois droites (fig. 52) , soit un minimum. 
1°. Abaissant les perpendiculaires OC, OD sur BE et BG 
(fig. 51), on verra comme précédemment, que la somme des 
distances de O aux points A, D, G, devra être un minimum, 


4 
et que par conséquent, les trois angles en O vaudront chacun :. 
s! 


. Les deux angles C et D étant droits, il faudra nécessairement que 
Q , « 2 Q \ se . 
Pangle B soit égal à 3 à Sans quoi le problème serait impossible. 
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Supposant donc B 3 On verra, comme précédemment , 


que AO et CO devront faire le même angle avec BG, et cet 
1 . ‘ LL or 
3) la ligne AO doit donc être parallele à celle qui di- 
vise l'angle B en deux parties égales, et tous ses points seront 
tels, que la somme demandée sera un minimum. 

Le problème sera donc impossible ou indéterminé. 

2°. Dans le cas de trois droites AB, AC, BC (Jig. 52), il fau- 
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angle sera 
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dra encore que les trois angles en O soient de 3) Ce qui exige que 


ï st D 2 
les trois angles A ,B, C soient égaux chacun à 3° Donc d’abord le 


problème est impossible si le triangle ABC n’est pas équilatéral. 
Quand cette condition est remplie, la somme des distances est 
constante pour tous les points du triangle et égale à sa hauteur. 

Nora. Dans tous ces problèmes sur les minima, les élèves 
devront supposer au point cherché toutes les positions qu’il 
peut avoir par rapport aux données, et examiner dans quels 
cas les sommes des lignes se changeront en des différences. 

38° Prosrème. (Fig. 53). Construire un triangle rectangle 
tel, qu'un des côtés soit moyen proportionnel entre l'hypoté- 
nuse donnée AB, et l'autre côté. 


On'aura AC : CB :: CB : AB. 


Ce qui revient à 





AC : V/AB — AC ::/ AB — AC : AB. 
On en tre | 
ACXAB—AB—ÀC, où AB —AC-HACXAB—AC(ACHAB). 


Or AB est donné, on connait donc la surface du rectangle 
AC X (AG + AB), et la diflérence AB de ses côtés; on pourra 
donc déterminer AC, et le problème sera résolu. 

39° Prosième. (Fig. 54). D'un point À donné hors d'un 
cercle B, mener par ce point une sécanie telle, que la corde soit 
moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie 
extérieure, ou bien telle, que les deux seomens soient dans le 
rapport de màn. AS 

1°. Puisque l'on doit avoir MN — AM X AN, MN sera égale 
à la tangente menée par À, au cercle B; inscrivant donc cette 
longueur d’une manière quelconque dans le cercle, et lui me- 
nant du centre B un cercle tangent , il sufüra de tirer par le point 
À des tangentes à ce dernier ; elles satisferont à la question, 
et seront partagées en moyenne et extrême raison. 
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a 
2%. Si lon demande que 


AM:MN mn, 
on en déduira 


AM°AN im:m+n. 


Il ne s'agira donc plus que de construire un rectangle 
AM X AN, connaissant le rapport de ses côtés et sa surface, 
qui est égale au carré de la tangente : problème qui revient à 
faire une figure semblable à une figure donnée, et équivalente 
à une autre, aussi donnée. | 

40° Prosrème. (F9. 55). Partager la surface d’un cercle en 
m parties équivalentes. 

Partagez le diamètre AB en m parties égales, et décrivez des 

HR Aa de sur les distances de ces points de division aux ex- 
_trémités de AB, d’un même côté à partir de À, et de l’autre 
à partir de B; les surfaces comprises entre deux lignes consé- 
cutives , telles que AmcnB, Am'c'n'B, seront égales, comme on 
le verra facilement, en prenant l'expression générale de ces 
surfaces. 

De plus, chacune des lignes AmcnB, Am'c’n'B, etc., sera 
égale à la demi-circonférence donnée. 

fi Prorcème. (Fig. 56). Etant donnés deux points À, B, 
sur deux parailèles , et un point C au-dehors, tirer par ce point 
une sécante CXY telle, que l'on ait AX : BY :! m: n. 

Sur la droite indéfinie BAD, prenez un point M tel que l’on 
ait MA :MB::m:'n; la droite MCY sera la sécante demandée, 

42° Proscème. (Fig. 57). D'un point A donné hors d’un cercle, 
mener une sécante, telle que AB X BC soit éval à un carré 
donné m°. 

Le rectangle AB XX AC étant tél au carré de li tangente, si 
Pon remplace BC par AC — AB, on verra que m° est égal au 
carré de cette tangente, moins fe carré de AB; on connaîtra 
donc ce dernier, et le problème sera résolu. 

43° Progcème. (Fig. 58). Trois droites AB , BC, AC, étans 
données , en mener une troisième XZ ielle que les parties XY, 
Y2Z, soient égales à des lignes connues , «, €. 
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Prenez sur une droite indéfinie MN (fig. 58 bis) deux parties 


KH=4«, HL—6; décrivez sur ces parties des segmens capables 
des angles B, GC , et par le point de rencontre H des deux cercles, 
tirez une sécante UV égale à BC; joignez KV, VI; vous aurez 
la construction demandée, et ël ne restera plus qu’à la re- 
porter sur la figure donnée ABC. 

4&° Prosième. (Fig. 59). Trouver tous. les points tels que 
la somme ou la différence des carrés de leurs distances à deux 
points fixes À, B, soit évale à n°. 

1°. Soit M un point tel, que MA + MB = m° , et O le mi- 
lieu de AB. En abaissant la perpendiculaire MP sur AB, on aura 


MA —MP—+ (AO + OP), et MB—MP + (A0 — OP). 
La somme M A LME, étant égale à m°, on aura 

MP + 9AO + 20P 2 ms Poû “MP + OP = Lau AO. 
Donc MP +- OP est constant, donc OM est ras “4 lieu 
des points demandés est donc un cercle décrit du centre O, avec 


un raÿon OM — V: LM — A0. 


2. Si MA — MB = m?, on aura aussi AP — PB — LE (ÈRS 
d’après les valeurs de MA et MB. IL suffira donc de trouver un 
point de AB, qui convienne à la condition demandée; et la per- 
pendiculaire abaissée de ce point sur AB, sera le lieu cherché. 
Soit P ce point, on aura 


AP — PB — m°=— (AP + PB) (AP —PB). 


Or, AP + PB est connu ; on trouvera donc AP — PB; on en 


tirera facilement AP et PB. 
Le point P ne pourra être entre À et B, qu'autant qu’on aura 
m << AB; dans le cas contraire, il serait en P', sur le prolon- 
gement de AB, et la relation précédente se changerait en 
j À 
m°— (AP + BP”) (AP! —BP'), 


où l’inconnue serait AP” + BP’, 


$ 
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45° ProsLËms. (Fig. 6o). Etant donnés deux cercles , trouver 
les points tels que les tangentes tirées de ces a aux deux 
cercles , soient égales. 
free les Pot MN, MP, sont égales, on a 


MA — AN — MB — BP: MA.— MB — en AN — BP. 


Donc la différence des carrés de MA et MB est constante; le lieu 
des points M est donc une ligne droite perpendkeulaire sur AB, 
et qu’on déterminerait comme précédemment. 

La solution serait la même si lon demandait que les carrés 
des tangentes eussent une différence constante. 


46° Progzème. (Fig. 61). Etant donnés deux cercles À, B, leur 
mener des tangentes qui se coupent sur une droite donnée XY , 
et fassent avec elle des angles éxaux. 

Construisez un cercle Q symétrique de Pun des deux cercles 
donnés par rapport à XY , et menez des tangentes communes au : 
second cercle donné et à celui que vous venez de décrire, elles 
détermineront sur XY les points M, N,P, Q, d’où doivent 
partir les tangentes cherchées. 

Tuaéonèms. (F9, 62). Lorsque trois cercles se coupent deux 
à deux, les trois cordes AB, CD, EF, d’intersection se ren- 
contrent en un méme point. 

En effet, soit O le point de rencontre de CD et AB, on aura 
AO XOB—OD *X OC. Tirez la droite FO , et soit E le point où 
elle coupe la circonférence K , on aura FO XOE —DO X OC; 
donc, d'après la relation précédente, on aura légalité... 
FO X OE — 05 X OA ; et par conséquent le point E est aussi 
sur la circonférence H. Donc, les trois cordes CD, EF, AB, se 
rencontrent en un même point O. 

47° Prozrème. (Fig. 63). D'un point À ,on mène des sécantes 
a un cercle donné, et des tangentes par a points de rencontre;, 
on demande le Ji des rencontres deux à deux de ces tangentes. 

Soit X le point d’intersection de deux de ces tangentes. En. 
ahaissant XP perpendiculaire sur AO, les deux triangles OPX , 
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OKA seront semblables et donneront 
OP:0X::0K:0A, d'où OPXOA— OX X OK. 
Mais le triangle OMX étant rectangle, on a : 


OX XOK—OM; done OP XOA—OM. 


Donc OP est constant; et par conséquent le lieu cherché est 
une droite perpendiculaire sur OA, qu’on obtiendra d’après la 
valeur de OP en menant deux tangentes par le point À, et joi- 
gnant leurs points de contact. 

48° Proscëme. (Fig. 64). Par un point donné À ,on mène des 
droites à tous les points d’un cercle O, et on partage ces droites 
dans le rapport constant de a. à C; on demande le lieu des 
points de division. Soit M un point quelconque du cercle O; 
prenez sur AM un point X tel, que AM: AX :5 «16. 

Tirez XK parallèle à OM, vous aurez 

AO:AK ::4:€, «2:€:: OM: KX. 

Ces deux dernières proportions démontrent que AK et KX 
sont constans. Le lieu sera donc un cercle décrit du centre K 
avec un rayon qui soit au rayon donné dans le rapport de C à «. 

49° Progrème. (Fig. 65). On donne une droite XY et un 
cercle ; on demande de mener par l'extrémité À d’un diamètre 
APQ perpendiculaire à XY, une sécante telle, que la partie com- 
prise entre la droite et le cercle soit évale à une quantité donnée. 

Soit AN cette sécante; les triangles semblables AMP, ANQ 
donueront AM >< AN — AP %X AQ. On connaïîtra donc le pro- 
duit et la différence MN des deux lignes AM, AN; on pourra 
donc les déterminer. 

La construction serait la même si XY était une sécante au 
cercle. | 

TakorÈème. Les perpendiculaires élevées sur les milieux des 
côtés d'un triangle se coupent en un méme point. Car elles. 
passent toutes les trois par le centre du cercle circonscrit. 

Tuéorèmr. (Fix. 66). Les trots hauteurs d'un triangle con- 
courent en un mére point. Car si par leg rois sommets À ,B, C, 
on mène des parallèles aux côtés opposés, on formera un triangle 
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MNP dont les points À, B, C seront les milieux des côtés; les 
trois hauteurs du triangle ABC seront donc les perpendiculaires 
élevées sur les milieux des côtés du triangle MNP; elles con- 
courront donc en un même point. 


Tuéorème. Les lignes qui divisent les trois angles d’un 
triangle en deux parties égales, concourent en un même point. 

En effet, soit O (fig. 67) le point de rencontre de deux de 
ces lignes, en aura OE—OD, OD=OF, et par conséquent 
OE—OF. La droite CO divise donc angle BCA en deux par- 
ties égales. 

Tuéorèmz. Les droites qui joignent les sommets d’un triangle 
avec les milieux des côtés opposés , se rencontrent en un même 
pount. 

En effet, soit O ( fig. 68) le point de rencontre de deux de 
ces lignes AN, CM; la droite qui joindra B au milieu de AC pas- 
sera par le milieu de MN ; il suffira donc de prouver que les mi- 
lieux K, H, de MN et de AC sont en ligne droite avec le point O. 
Pour cela, tirez la droite KO, les triangles semblables donneront 


MR HC 1 OK O0OHS EKXNTAH' OK TOM 
d'où MK:HC::KN:AIT. Or MK =NK, donc AH—HC; 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

Nori. Les proportions précédentes ne supposant pas que MN 
passe par les milieux des côtés BA, BC, mais soit seulement pa- 
rallèle à AC, 1! s'ensuit que toutés les couples de lignes droites 
joignant À et C à des points qui partagent BA et BC dans le 
même rapport, se coupent sur la droite qui joint le sommet B 
avec le milieu de la base. 

50° ProsLèmE. (Fig. 69). Deux droites AB, AC, qui font entre 
elles un angle constant, passent par un A À ; on de- 
mande quelle ligne décrit le point B, quand de point C se pe 
sur une ligne donnée, droite ou courbe, et que le FOpPO TRE 


îC 


reste constant. 
Imaginons sur AB un point C tel, que AC — AC, il décrira 
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une ligne semblable à celle que décrit B; leur centre de simili- 
MAUR AB 
tude sera À, et le rapport de similitude. sera <C ILest évi- 
dent qu’on aura le lieu décrit par C en faisant tourner la ligne 
décrite par C’, de l’angle CAB autour du centre A. 

51° ProsrèmMe. Trouver un pont tel, queses distances à trois 
autres points À, B, C, soient dans des rapports donnés. 

On cherchera le lieu des points tels que leurs distances aux 
points À, B, soient dans le rapport donné; on fera la même chose 
pour B et C; ces lieux seront deux circonférences que lon sait 
construire, et le problème pourra avoir deux solutions, ou une 
seule, ou aucune. 

52° Pronrème. (Fig. 70) Etant donnés un cercle O et ur 
point À, trouver le lieu des points N tels, qu'en tirant la droite 
AN, l’on ait 

AM K AN — m°, 


En désignant par 7 la longueur de la teneqne AT menée de 
À au cercle donné, ou aura 


AM AK =— n°. 
Or AMX AN=—m?; donc . AK: AN :: n°: m°. 


Le rapport de AK à AN étant constant, le lieu des points N 
sera, comme nous l’avons déjà vu, un cercle. 

Si le point A était dans l’intérieur du cercle donné, on aurait 
encore un cercle. S'il était sur la circonférence même, on au- 
rait, comme nous l’avons déjà vu, une droite perpendiculaire à 
Ja ligne AO. 

53° Proncème. (Fig. 71). Par un point donné À, on tire une 
droite quelconque AB, terminée à une droite donnée XY ; on 
mène AC telle, que l'angle BAC soit égal à un angle donné et que 
Pon ait ABX AC=—m"°; on demande le lieu des points C. 

Abaissez la perpendiculaire AP ; tirez la droite AD qui fasse 
l'angle donné, avec AP, et telle que AP X AD=—1m>. Joignez DC; 
les deux triangles APB, ACD seront semblables, comme ayant 
un angle égal compris entre côtés proportionnels ; l'angle C sera 
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&onc égal à P,.et par conséquent droit. Le lieu des points C sera 
donc une circonférence décrite sur AD corame diamètre. | 
54° Pro8Lème. (Fe. 72). Trouver les points d'où deux cercles 
donnés seront vus sous le même angle. 

Soit M un de ces points; si l’on en fait partir des tangentes 
aux deux cercles, elles devront former entre elles le même 
angle; les deux triangles AKM, HMD seront donc semblables, 
et l’on aura KM : MH :: AK : HD. 

Ce rapport étant constant, on sait que le lieu cherché est un 
cercle. 

Si l’on demandait le point d’où trois circonférences seraient 
vues sous le même angle, on lobtiendrait par l'intersection de 
deux cercles construits comme le précédent. 

55° ProgLème. Par unpoint À, pris dans l’intérieur d'un angle 
donné B ( fig. 73), tirer une droite ZU telle, que la surface du 
triangle ZBU soit éval à m°. 

Formez le parallélogramme AKBI, et faites-en un égal adja- 
cent ALMH. Le triangle ALQ étant égal à ZAK, le triangle 
ZBU est équivalent au parallélogramme connu KBML, plus le 
triangle QMU dont la surface se trouve alors déterminée. Or QMU 
est semblable à ZBU , et ils sont par conséquent dans le rapport 


de UM à UB; ce rapport est donc connu, et par suite celui de 
UM à UB; on peut donc déterminer le point U. 

Si le point A était extérieur ( fig. 73 bis),on formerait de même 
Jes deux parallélogrammes égaux AKBH, HLMB , et tirant HZ 
parallèle à la droite cherchée AV, le triangle UZK aurait une sur- 
face connue, comme équivalente à MPZ qui est égal à BTV, plus 
le parallélogramme KA LM ; on rentre donc dans le cas précédent 
par rapport au point H et aux deux lignes KS, KY. 

56° Proscème. (Fig. 74). Par un point M pris sur la ligne 
qui divise l'angle XAY en deux parties éxales , tirer une droite 
telle , que la partie comprise dans cet angle soit un minimum, ou 
que le triangle qu'elle détermine soit un minimum. 

1°, Lirez BC faisant des angles égaux avec AX, AY; je dis que 
toute autre droite DE sera plus grande; car si vous menez la sy- 
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métrique HF, vous aurez un trapèze DEEH dans lequel BC sera 
plus près de DH que de FE, puisqu'on a DM<< ME; donc 


BC<E(DH+4FE); or DH<DM+MH et FE<<FM+4+ME; 
donc DH+FE<DE+FH, et par conséquent BC< DE, 


2°. La même ligne BC détermine le triangle minimum de- 
. mandé, car le triangle MCE est plus grand que BMD, puisqu'ils 
ont des bases égales BM, MC, et que la perpendiculaire abaissée 
du point E sur BC est plus grande que celle abaïssée du point D. 

57° Proscème. (Fig. 75). Mener dans un angle donné À 
une droite minimum qui déiermine un triangle dont la surface 
soit égale à m°. 

Si une droite BC fait des angles égaux avec les côtés AX, AY, je 
dis que toute droite qui déterminera un triangle équivalent à ABC 
sera plus grande. En effet, soit MN une de ces lignes; le point O 
où elle coupe BC doit être plus près de C que de B, sans quoi, 
d'après ce qui précède, MN serait prouvé plus grand que BC. 
Tirez les parallèles MD, NP, à BC; le triangle OCN doit être 
équivalent à MOB, et ayant une hauteur moindre, il faut que 
la base CN soit Are srande que BM , ou que son égale DC; donc 
BC <:(MDHPN). Or on verrait comme précédemment que 
MN > 3 (MD + PN); donc MN > BC. 

Il suit de là que pour résoudre le problème, il faut faire sur 
les côtés AX, AY un triangle isocèle équivalent à la surface 
donnée; ce qui r’offre aucune difiiculté. 
| 58° Prorrèmr. (Fig. 76). Par deux points À ,B,pris hors d’un 
cercle donné, mener deux sécantes qui se coupent en M sur le 
cercle et telles, que la corde XY soit parallèle aune lixne donnée. 

Supposez XK parallèle à AB, et tirez la droite KYO ; les angles 
O,K, M seront égaux, et les triangles semblables OBY, ABM 
donneront BOX BA —BY XBM; on pourra donc déterminer 
a priori le point O, et il ne restera plus qu’à mener une sécante 
OK telle, que l'arc KY corresponde à un angle inscrit égal à 
KXY, qui est celui formé par la direction donnée avec AB. 
Pour cela, on inscrira d’une manière quelconque cet angle dans 
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le cercle, et on connaîtra ainsi la valeur de la corde KY; la 
sécante OK , se mênera alors comme nous Pavons déjà vu. 

59° Progrème. (F9. 77). Inscrire dans un cercle donné un 
triangle MXY dont les côtés prolongés passent Re trois points 
TOR A ,B, C. 

Si Pon suppose XN parallèle à AB, la sécante NYD coupera 
AB en un point O qu’on déterminera comme dans le problème 
précédent; le point X se déterminera donc en menant par les 
deux points O et C des sécantes telles, que la corde XN soit pa- 
rallèle à AB; ce qui revient au problème précédent. 

On peut généraliser ce problème et chercher, par des pro- 
cédés analogues, à inscrire dans un cercle donné un polygone 
d’un nombre quelconque de côtés qui soient astreints à passer 
tous, par des points donnés. Nous nous dispenserons d’en donner 


Ja solution. 

60° Proscème. (Fi. 78). D'un point donné À, mener une sé- 
cante AMN à deux droites données BY, BX, de manière que Le 
rectangle AM X AN, soit éxal à m°. 

Cherchez le lieu des points Z, tels que AU X AZ, soit égal 
à m°; ce lieu sera, comme nous Pavons vu, un cercle passant 
par À; et le point N sera déterminé par la rencontre de ce 
cercle avec BX. | 

La surface donnée #° peut être aussi grande qu’on voudra; 
mais sa petitesse a une limite, parce que le produit AM X AN 
a un minimum. Pour obtenir ce minimum , on abaissera sur BY 
la perpendiculaire AK , qui doit passer par le centre du cercle ; 
on menera un cercle tangent à BX, passant par À, et ayant son 
centre sur AK, il sera le plus petit qu’il puisse être pour ren- 
contrer BX , et déterminera le minimum du produit AMXAN. 

61° Progrème. (Fo. 79). Un trapèze ABCD étant donné, me- 
ner une parallèle XY à CD, qui divise sa surface en deux 
parties qui soient dans le rapport connu de mû n. 


On a AXYB : ACDB :: m : m-+n. 


Or, OAB est à ACDB dans un rapport connu, puisque ces sur- 
faces sont connues ; on connait done le rapport de OAB à AXYB 
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et paï suite de OAB à OXY, ou de OA à OX, et enfin de 
OA à OX. On pourra donc déterminer le point X. 

G2° Proscème. Partager un quadrilatère quelconque ABDC 
. en deux parties qui soient dans le rapport de m än, par ‘une 
FEU ou par une perpendiculaire à l'un des côtés, 

. Soit XY la ligne cherchée parallèle à CD ( fig. 80); le 
out de AXYB à ACDB , sera celui de m à mn, et la con- 
struction se fera comme dans le cas précédent. 

2°. Soit XY perpendiculaire sur CD (fig. 81); les Done 
des deux parties pouvant toujours être déterminées, si lon 
abaisse la perpendiculaire AK à CD, la partie AXYK sera encore 
connue , et le problème reviendra au précédent. 

Tnéorèmr. (Fe. 82). Si de tous les sommets d’un polyxone 
régulier,on tire des perpendiculaires sur une droite donnée MN, 
leur somme (en donnant le signe + à toutes les perpendicu- 
laires situées d'un côté de la droite donnée, et le signe — à 
celles qui tombent de Pautre côté de cette droite) , sera évale 
à la perpendiculaire abaissée du centre du cercle circonscrit, 
multipliée par le nombre des côtés. En effet; 

1°, Supposons d’abord le nombre des côtés pair et égal à 
or; les sommets seront les extrémités de m diamètres, et d’a- 
pres une propriété counue du trapèze, la somme des perpen- 
diculaires sera égale à deux fois la perpendiculaire abaissée du 
centre, multipliée par le nombre des diamètres , ou à 2m fois 





cette perpendiculaire. 

2°, Supposons le nombre des côtés impair, et égal à n; for- 
mons un polygone régulier de an côtés, tel qu’en joignant leurs 
milieux de trois en trois, le polygone régulier résultant soit égal 
au proposé; la somme des perpendiculaires abaissées des som- 
mets A,B,C, D, etc. (ig. 82 bis) du polygone de 2n côtés, sera 
double de celles abaïssées des sommets m,n,p, etc,, du poly- 
gone de n côtés ; et la première somme étant égale à 2n fois la 
perpendiculaire abaïssée du centre, la seconde sera égale à n 
fois la même perpendiculaire. Ce qu’il fallait démontrer. 

Si lon conçoit que la droite donnée MN s'élève parallèlement 
a elle-même, toutes les perpendiculaires diminueront d’une 


è 
& 
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même quantité , et par conséquent les deux membres de l’égas 
lité diminueront également; le théorème aura donc toujours 
lieu, en considérant comme négatives les perpendiculaires qui 
passeront de l’autre côté de la droite mobile, parce qu’elles au- 
ront été diminuées de plus que leur grandeur. 

Lorsque la droite passera par le centre , on aura ce théorème 
que la somme des perpendiculaires abaissées des sommets d’un 
polygone régulier, inscrit ou circonscrit, sur un diamètre quel- 
conque, est “role & zéro. 

Taforime. ÂLAL Somme des perpendiculaires abaissées d’un 
point intérieur sur les côtés d'un polygone révulier de m 
côlés, est égale à m fors le rayon du cercle inscrit. Car la 
somme des nee ayant pour sommet ce point intérieur, 
et pour bases les côtés du polygone , sera égale à l’un des côtés 
multipké par la demi-somme des de de Lite Or, laire 
totale est aussi égale au périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. On en conclut le théorème proposé. 

Si le point À était extérieur, l'aire du poiygone serait la 
différence entre la somme des triangles partant de À, et ayant 
pour bases la partie concave vers A, et la somme de ceux 
qui auraient pour bases la partie convexe. Donc il faudra 
prendre, dans ce cas, la différence entre les sommes des per- 
pendiculaires abaïssées de À sur la partie concave et sur la partie 
convexe du polygone; cette différence sera égale à m fois le rayon 
du cercle inscrit. 

Si le polygone donné n’était pas Nas , Maïs avait ses côtés 
égaux, la somme des perpendiculaires serait encore constante et 

égale au double de la surface, divisé par le côté. 

63° Progrèmr. (Fix. 85). Construire un. triangle connaïs- 
sant deux côtés et la longueur de la ligne qui divise leur angle 
en deux parties égales. 

Soient à , b les deux côtés donnés; le troisième sera divisé dans 
le rapport de ces côtés; on fera donc facilement une figure sem- 
blable à la figure cherchée, en prenant deux parties AB, BC 
dans le rapport de & à b, et cherchant un point M dont les 
distances aux points A ,B, C, soient dans le rapport des trois 
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droites données. Cela fait, on prendra MH— a, on tirera HK 
parallèle à AB, et MHK sera le triangle cherché. 

64° Promèmr. (Fig. 84). Construire un triangle connais- 
sant le côté AB— à, l'angle B, et la somme ou la différence des 
deux autres côtés. 

1°. Prenez BM égal à la somme donnée des deux côtés; joi- 
gnez MA etélevez une perpendiculaire HO sur le milieu de 
MA , le point dé rencontre O avec BM sera tel,-que BO + OA 
sera égal à la somme donnée. 

. Portez la différence donnée de B en N, et élevez une per- 
a KD sur le milieu de NA; BKA, sera le triangle 
cherché. 

65° Prosrkmr. Construire un triangle connaissant un côté 
AB, un angle « et le rapport & des deux autres côtés. 

Le sommet inconnu devra être sur le cercle qui sera le lieu 
des points dont le rapport des distances aux extrémités À et B 
sera 6; si l'angle donné « est adjacent à AB, on coupera ce 
cercle par une droite menée par A, et formant l'angle # avec 
AB; si l’angle « est opposé à AB, on décrira sur AB un seg- 
ment capable de &, qui déterminera le sommet cherché. 

66° Prosrème. Construire un triangle, conniassant son péri- 
mètre ou sa surface, et deux angles. 

Vous construirez d’abord un triangle semblable au triangle 
demandé; vous déterminerez ensuite, l’un des côtés du triangle 
proposé , par la proportion entre les surfaces de ces triangles, et 
ke carrés de leurs côtés homologues, ou entre leurs périmètres 
et leurs côtés homologues. 

67° Prosrèms. Construire un triangle, connaissant les trois 
hauteurs, c’est-à-dire les trois perpendiculaires abaïssées des 
sommets des angles sur les côtés opposés. 

On sait que dans tout triangle, les hauteurs sont réciproque 

ment proportionnelles aux bases; on connaîtra donc les rap- 
ports des côtés du triangle NT et l’on en pourra faire un 
semblable. On déterminera ensuite un des côtés cherchés » par 
une proportion cntre deux côtés homologues et les hauteurs 


correspondantes. 
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68° Prorcémre. (Fig. 85). Construire un triangle connaissant 
da base AB, l'angle y au sommet, et la longueur à de la ligne 
qui divise cet angle en deux parties égales. 

Sur AB décrivez un segment capable de Pangle donné y, et 
du milieu © de l’arc inférieur supplémentaire, tirez une corde 
. CN telle que MN soit égale à la ligne donnée d', ANB sera le 
triangle demandé ; car l’angle N sera divisé par MN, en deux 
parties égales. 

Si l’on donaait la ligne qui divise langle ent et non 
l'angle même du triangle , ce serait du point D, milieu de ADB, 
qu’on ménerait une droite telle que XY — la ligne donnée ; le 
triangle AXB serait le triangle cherché; car XY étant perpen- 
diculaire sur XC , qui divise AXB en deux parties égales, divi- 
sera le ontéliené BXZ en deux parties égales. 

69°. Progcème. (Fig. 86). Par trois points À, B, C, donnés, 
aire passer les côtés d’un triangle égal à un triangle donné. 

Sur AB et AC, décrivez des'segmens capables de deux des 
angles du triangle donné, et tirez MN égale au côté adjacent 
à ces angles. Joignez ensuite MB et NC; MNO sera le triangle 
demandé. 

70° Pnorrèmre. (Fig. 87). Etant donnés troïs points A,B,C, 
en trouver un quatrième M, tel que les surfaces des triangles 
AMC, AMB, BMC, soient ete des rapports donnés. 

Les bases AC, BC étant données, ainsi que le rapport des 
deux triangles, si l’on tire MK et MH perpendiculaires sur CA 
et CB , on connaîtra le rapport de MK à MH, et l’on pourra faci- 
lement construire la droite indéfinie CMD. On construirait de 
mème la droite indéfinie BME; ce qui déterminera le point M 
demandé. 

71° Prosrème. (F9. 88). Par un sommet À donné dans un 
angle XOY, tracer un PRES semblable à un triangle donné, 
et ayant ses deux autres sommets sur les côtés de l'angle. 

Tirez par À une droite quelconque KH , le problème reviendra 
à inscrire dans le triangle OKH, un triangle semblable à un « 
triangle donné, et ayant son sommet en A. Ce problème a été 
résolu précédemment. 
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799 PropzËmE. (Fig. 89). Trouver Le triangle maximum, 
connaissant un angle À de ce triangle et la demi-somme « des 
. côtés qui comprennent l'angle À. 
 Tirez BC telle que, AB— AC=—%; le problème sera résolu, 
car si AB diminue de BX, AG augmentera de CY = BX, et 
d’après ce que nous avons vu (page 266), le triangle OCY sera 
moindre que BOX ; donc ABC sera un maximum. 

73° ProBrème. (Fig. 90). Trouver le triangle maximum ; 
connaissant la base AB et la somme 29 des deux autres côtés. 

Le triangle isocèle AMB, dans iequel AM— , est le triangle 
maximum demandé; car les droites MA , MB, faisant des angles 
égaux avec la parallele XY à AB, pour tout autre point N de 
XY, on aurait NAÆNB©MA<+MB. Tous les sommets des 
triangles formés avec la somme donnée, seraient au-dessous de 
XY ; ces triangles seraient donc moindres que AMB. 

74° Prosièmr. Former un triangle maximum, avec un péri- 
mètre donné. 

Ce triangle doit avoir ses trois côtés égaux ; car si deux côtés 
étaient inégaux, en laissant le troisième constant, on ferait un 
triangle plus grand , en conservant le même périmètre, d’après 
le problème précédent. Le triangle cherché devant être équila- 
téral , et le périmètre étant connu, on connaîtra les trois côtés. 

75° Prosrème. (Fig. g1). Trouver la plus petite corde que 
l'on puisse mener dans un cercle O, par un point intérieur 
donné À. 

La plus petite corde étant la plus éloignée du centre, il suit 
de mener par À une perpendiculaire BC sur OA; car pour toute 
autre direction DAE, la droite OA serait une oblique, et la 
corde DE étant plus près du centre, on aurait DE EC. 

76° Prosième. (Fig. 92). Faire le plus grand rectangle pos- 
sible avec une somme de côtés donnée. 

Soit AB la somme de deux côtés adjacens; pour faire avec 
cettesomme un rectangle égal à un carré donné, on élève KM 
perpendiculaire sur AB et égal au côté de ce carré , on tire .par 
M la parallèle XY à AB, et de Pun des points de rencontre on 
abaisse XP perpendiculaire à AB ; les segmens AP, PB sont les 
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côtés du rectangle. D'où il suit que le plus grand carré auquel 
puisse être égal le rectangle proposé, est celui pour lequel XY 
sera tangent au cercle; ce carré est donc celui du rayon, et 
les deux côtés du rectangle sont les deux rayons AO, OB. Le 
rectangle maximum est donc le carré fait sur la moitié de la 
somme donnée. 

77° Progrème. (fig. 03). Étant donnés deux points À, B, 
et un point quelconque M tel, que MA + MR — 2a, on tire MN 
parallèle à AB, et telle que MN soit à MB dans le rapport con- 
stant‘de m à n. On demande quel doit être ce rapport pour que 
. des points N soient tous sur une même perpendiculaire à AB. 

1°. Désignons par c la moitié OB de AB, et par x la distance 
de O au pied de la perpendiculaire MX à AB.Onaura 


AM?—MB°—AX°— BX°—(AX + XB)(AX—XB)—9cX 927; 
or AM°—MB°— (AM + MB)(AM — MB) —92a (AM—MB); 


HOLWMOICE 
donc AM — MB ay sie, 


a 4 
La différence de MB à la demi-somme à , devant être la moi- 
se, gl é (0 2 
tié de la différence des deux parties , sera ide sorte que l’ex- 
nés ct 
pression de MB sera a— --. De plus, en tirant NP perpendi- 
(9 


culaire à AB, on a MN — OP — OX, on aura donc 


Set 
a—-—  OP—x min; 
a 


cette proportion donne 


Or, OP doit être indépendant de +; il faut donc que 


T1C nŒ 
nn EE LE MOURUT SC. a, et OP = — 
a 
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Telle doit être la valeur du rapport de m à n pour que les 
points N soient sur une même perpendiculaire à AB. Le point P 
_ se déterminera par la relation 
11€ ax a 


OP = —— — ; 


A C 





o°. Si c’est la différence qui est constante, les mêmes con- 
structions conduiront à des résultats analogues; le rapport cher- 
ché sera toujours celui de c à a, et la distance au milieu O sera 


ax a 





encore . Mais comme a se trouve dans ce cas plus petitque c, 


le point P est entre À et B; tandis que dans le cas précédent il 
était en dehors. 

Dans ces deux cas, la droite qui est le lieu des points N 5e 
nomme la directrice des points M. On en trouverait une symé- 
trique par rapport au point À. 

78° Prosrème. (Fi.04). Trouver un point tel, que les sommes 
ou Les différences de ses distances à trois points donnés, pris 
deux à deux, soient égales à des quantités données. 

Soient À ,B,C les trois points donnés, et M le point cher- 
ché; construisez les directrices DX et EY relatives à CB, AC; 
et abaiïssez sur elles les perpendiculaires MP, MQ. Le rapport 
de MC à MP sera connu, ainsi que celui de MQ à MC; on con- 
naîtra donc celui de MP à MQ. Le point M sera donc sur une 
droite menée par le point O, et facile à construire. Le rapport 
de OM à MP sera donc connu; or celui de MP à MC Pest déjà ; 
on connaîtra donc celui de OM à MC; et le point M sera par 
conséquent sur un cercle qu’on sait construire; ce point sera 
donc déterminé par l'intersection de ce cercle avecla ligne droite 
déjà construite. 

70° Prosrèmr. (Fig. 95). Étant donnés deux points À,B, 
et une droite ST, trouver un point tel, que les différences ou les 
sommes de ses distances aux points donnés et à la droite, prises 
deux à deux, soient égales à des lignes données. 

Tirez la directrice XY relative à AB. 
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1°. Si c’est Ja-différence MP — MB qui est donnée, tirez UV 
parailèle à ST, à une distance égale à cettedifférence , vous au- 
rez BM — MO, et le problème enifiee au écran puis- 
va on connaît le rapport de MB à MK et à MO. 
. Si c’est la somme MB + MP qui est donnée, vous tirerez 
U” V' parallèle à ST, à une distance égale à cette somme; alors 
MB sera égale à MP”, et la construction sera la même. 


80° Prorrèmr. (Jig. 06). Trouver un point connaissant les 
sommes ou les différences de ses distances à un point donné À , 
et à deux droites données. 

On trouvera , comme dans le cas précédent, deux droites XY 
LU, telles, que AM—MQ et AM — MR. Il ne s'agira plus que 
de faire passer par le point À un cercle tangent à ces deux 
droites. 


81° Progcèmr. Connaissant les sommes ou les différences 
des distances d'un point à trois droites prises deux à deux, 
construire ce point. 

D’après le problème précédent, cela reviendra à construire 
un cercle tangent à trois droites qui se déduisent immédiate- 
ment des trois premières. 


Nous allons, au moyen de ces constructions, “onner de nou- 
velles solutions de quelques-uns des problèmes prete sur le 
contact des cercles. 


82° Progrème. (Fe. 97). Mener par un point donné À un 
cercle tangent à deux cercles , ou à une droite et & un cercle. 

1°. Soit M le centre du cercle cherché; les différences 
MC—MA ,MB— MA, seront égales respectivement aux rayons 
des deux cercles donnés ; ce qui revient à l’un des problèmes 
précédens (page 274). 

2°. Soit XY ( fig. 98) la ligne donnée, et M le centre du cercle 
cherché; on connaïtra dans ce cas les différences des distances de 
ce point à deux points et à une droite; ce qui se résoudra comme 
précédemment ( page 274 ). | 

83° Proscème. Mener un cercle tangent à trois cercles, ou 
à une droite et deux cercles. 

18.. 
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1°. On connaïtra les différences des distances du centre M 

aux trois centres À, B, C. 
2°. On connaîtra les différences des distances du centre M à 
deux points et à une droite. 

Dars certaines positions de contact intérieur , on pourra 
avoir des sommes au lieu de différences; ce qui se ramènera aux 
problèmes précédens. 

Nora. Réciproquement , on pourra résoudre les problèmes 
précédens (pages 274) sur les distances, par Îes constructions 
des contacts des cercles; et je pense qu’on y trouvera quelque 
avantage. J’ai cru néanmoins qu'il serait utile d’en donner des 
solutions plus directes. Voici ces solutions; elles auront Pavan- 
tage d'exercer utilement l'esprit des élèves. 

Féorème. (fie. 99). Prouver que les trois centres de si- 
militude de trois cercles pris deux à deux sont en ligne droite. 

Soient À, B, C les trois centres, et a, b, c les rayons cor- 
respondans ; soient O , P deux des centres de similitude; je dis 
que si lon prolonge BC jusqu’à la rencontre: de OP en Q, ce 
point sera le centre de similitude des cercles B et C, c’est-à-dire 
qu'ou aura la proportion QC : QB :! c : b. 


En effet" OB': OA 1:1"b a et PC SPA EC 4e 
1 COTRAPANTE 


d’où ir is il : 


OB° AO ‘ b 


Tirant BK parallèle à AP , on a 


CP: BK x CP MAP 


ROC QE ES CPE BREST ES NE ous 


Donc, à cause du rapport commun, on aura aussi 
e se C e Q B:° 
QC e QB ee b e I, ou C': Q ss Ce M 


ce qu’il fallait démontrer. 
Le même théorème aurait lieu en prenant deux centres de 
similitude inverses, conjointement avec l’un des précédens. 


FA 
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B4e ProsrèmMessiscrire dans un triangle donné un triangle 
minimum semblable à un triangle donné. 7 1 | 

Prenez un triangle quelconque semblable au Second triangle, 
et ciréonscrivez-lui un triangle maximum semblable au pre- 
mier triangle, par le moyen d’une construction donnée précé- 

emment; vous aurez une figure semblable à Ta proposée; qui se 
construira alors en reportant des longueurs proportionnelles à 
leurs correspondantes. 

85° Proszèmg. (Fio. 100). Trois cercles quelconques ‘étant 
donnés , décrire un triangle maximum circonscrit à leur sys- 
tème et dE inut a.un nd donné. | 

Par les trois centres À, B , G des cercles donnés, ‘faites passer 
un triangle XYZ maximum et semblable au triangle donné ; 
puis menez des tangentes parallèles aux côtés du triangle XYZ; 
elles détermineront le triangle DEF demandé. 

86° ProsrèmE. Jnscrire ds un triangle donné trois ST 
dont les rayons et les distances des centres sotent dans des 
rapports donnes , et dont le système soit un minimum. 

Construisez trois cercles qui aïent entre eux les rapports de- 
mandés , et circonscrivez-leur comme précédemment le triangle 
maximum; vous aurez une figure semblable à celle que vous 
cherchez qui s’en déduira par des lignes proportionnelles, | 

87° Progrème. Déterminer le nombre des polygones réguliers 
de m côtés qu'on peut inscrire dans un cercle. 

Supposons la circonférence divisée en m parties égales’, on 

aura un pr emier polyg pone en [Eten consécutivement les 
points de division. 

Soit maintenant 7 un nombre quelconque premier avec m; 
si l’on joint les sommets de n en x, on n’aura un nombre exact 
de fois la circonférence ou m subdivisions, qu'après avoir porté 
m cordes consécutives soutendant n subdivisions chacune; d’où 
il résultera un polygone régulier de m côtés de forme étalée. 

Si 2 avait un facteur commun # avec m, on aur ait nm — em 
nan; et por is n subdivisions à la fois ,on aurait un nombre 
divisible par m après m'opérations. Le polygone n'aurait donc que 
m' côtés , et ceux de mm côtés ne pourront sobienir qu’en prenant 
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pour n des nombres premiers avec m. Cés nombres peuvent être 
plus petits ou plus grands que m; mais quand on les porte sur 
la circonférence, on trouve les mêmes points que si lon consi- 
dérait Le reste de leur division par m= : il suffit donc de considérer 
les nombres moindres que m. ; 
Pour connaitre la somme des angles d’un pareil polygone, 


: è 1 
soit #7 un nombre premier avec m, et plus petit que mA 


qui donnera le même polygone que m—n. L’angle de deux 
côtés consécutifs soutend un arc égal a m—gon subdivisions 


: 4 : Fe 
qui mesurent chacune — angles droits; multipliant doncm—2n 
m 


gs à se 
par = et par le nombre m des angles, puis prenant la moitié, 


vu que les argles sont inscrits, on aura om—4n. 
Lorsque n— 1, la somme est 2(m— 2), ce qui donne le théo-" 
rème connu pour les polygones ordinaires convexes. 


Problèmes et T'heorèmes a résoudre et a démontrer. 


228. Progrème. Trouver le lieu des points tels , que la somme 
des carrés de leurs distances aux côtés d’un polygone régulier 
soit donnée. 

ProBrÈèmE. (Fig. 101). Etant données deux droites qui se 
coupent en O, et un point À , on mène des couples quelconques 
de sécantes telles que AX, AY; on joint XU , ZY ; trouver le 
lieu du point M de leur intersection. 

 Prorème. (Fig. 102). D’un point donné À, on mène à un 
cercle des sécantes quelconques AX, AY ; on joint les quatre 
points X, Y,Z, U deux à deux; il faut déterminer le lieu des 
rencontres M et N. | 

Quand À est hors du cercle, le lieu demandé est la droite 
qui passe par les points de contact. Lorsque le point donné n’est 
pas extérieur, le lieu cherché est une droite qui ne coupe pas 
le cercle. | 

On en déduit les théorèmes suivans : 


LA 


Fr 
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Tuforèue. (Fig, 103). Lorsque par un point quelconque M 
d’une droite donnée, on mène des tangentes à un cercle, la 
ligne XY qui joint les points de contact passe par un point 


constant. 
Il en serait de même si, au lieu de mener des tangentes, on 


tirait des sécantes, et qu'on joignît leurs points deux à deux 
comme précédemment. 

Tuéorème. (Fig. 104). Si l’on prolonge les côtés opposés d’un 
quadrilatère inscrit, ainsi que les tangentes menées par les soôm- 
mets opposés, les quatre points de reneontre X, Y, Z,U seront 
en ligne droite. 

ProgrèME. Etant données quatre droites situées d’une ma- 
nière quelconque dans un plan , mener une droite telle, que les 
trois parties interceptées entre les premières soient dans des 

rapports donnés. 

Tuéorème. L’aire du dodécagone régulier eut est Bler à 
trois fois le carré du rayon. 

Tuiorème. Le carré du côté du pentagone inscrit est égal au 
carré du rayon, plus le carré du décagone. 


Tuéorème. (Fig. 105). Si sur les trois côtés d’un triangle rec- 
tangle ABC on décrit trois demi-cercles, la somme des deux 
lunulles, BmCnB , ApBqA, comprises entre la demi-circonfé- 
rence décrite sur l’hypoténuse et les deux autres circonférences, 
est égale à l'aire du triangle ABC. 

Tuéorème. Si d’un point donné on mène à un cercle deux 
sécantes perpendiculaires entre elles, la somme des carrés des 
cordes sera constante. 

Tuéorème. Si par les sommets d’un triangle, on mène des 
tangentes au cercle circonscrit, leurs points de rencontre avec 
les côtés opposés seront en ligne droite. 

Procème. On inscrit un carré dans un autre, en partageant 
les côtés de celui-ci dans le rapport de m à n; on en inscrit un: 
dans le second de la même manière, et on continue ainsi indé- 
finiment. On demande, 

1°. Au bout de combien d'opérations la somme des carrés. 
inscrits sera égale à une surface donnée , 
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2°. La limite vers laquelle tend la somme indéfinie de ces carrés. 

ProscèmMe. (Fe. 106). Etant donnés un angle et un point A? 
mener une sécante AXY telle, que AX X XY —m?. 

 Proscèmz. Construire un triangle , connaissant l'angle au som- 
met, la somme et la différence des côtés qui le comprennent, 
et la somme ou la différence de la base et de la hauteur. 

Prosrèmr. (Fig. 107). Etant donnés deux points A, A”,et 
une droite BC, trouver sur cette droite deux points X, Y, tels, 
qu’en les joignant à À et A”, les angles XAY, XA°Y, soient 
égaux à des angles donnés. 

Progcème. Construire un quadrilatère, connaissant les côtés 
et la surface, ou les côtés et l’angle des diagonales, ou les angles 
et les diagonales, ou enfin les angles, la surface et le périmetre. 

Progrème. Construire un triangle, connaissant la base, la 
hauteur et la différence des angles à la base. 

Prosrèmr. Construire un triangle , connaissant l'angle au 
sommet, la hauteur et la ligne menée du sommet au milieu de 
la base. 4 

Prosrèmr. (F 19. 108). Etant donnés quatre points À, B,C, D 
en ligne droite, mener par ces points quatre droites qui forment 
un quadrilatère XYZU donné d'espèce, c'est-à-dire semblable 
à un quadrilatère donné. 

- Prosrème. À un quadrilatère donné , inscrire ou circonscrire 
un quadrilatère donné d’espèce. 

ProgcÈme. Inscrire dans un cercle donné un triangle dont 
deux côtés passent par des points donnés, et le troisième soit 
parallèle à une ligne donnée. 

Proscème. Inscrire dans un cercle un polygone d’un nombre 
donné de côtés ; dont les uns passent par des points donnés et les 
autres soient parallèles à des lignes données. | 

Prorrème. (F9. 109). Trouver le lieu des points desquels les 
parties AB, CD dune droite donnée MN seront vues’ sous le 
mème angle. vi 4 

ProsrèMe. Trouver le lieu des points tels que la somme des 
carrés de leurs distances aux sommets d’un polygone régulier, 
soit constante, ou soit un minimum. 
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Prosrimr. Etant donnés un point A ct des droites faisant entre 
elles des angles égaux autour de ce point, trouver le lieu des 
points tels, qu'en abaissant sur elles des perpendiculaires, la 
somme des carrés des distances du point À à leurs-pieds soit 
constante. 

Progrèmr. Deux droites quelconques étant données dans un 
plan, mener par un point donné du même plan une sécante 
telle, que Les segmens qu’elle détermine sur les premières, et 
comptés à partir de deux points donnés sur ces lignes , soient 
dans un rapport donné. 

Prorrëmr. Etant donné deux parallèles et deux points is 
respectivement sur elles, mener par un point donné de feur 
plan une sécante telle, que le rectangle des segmens de ces pa- 
rallèles comptés à partir des deux premiers points soit donné. 

Proscème. Résoudre la question précédente dans le cas où 
les deux droites, au lieu d’être parallèles, feraient entre elles 
un angle quelconque. 

ProgrèMe. Partager une droite donnée en deux segmens tels, 
que le carré de lun soit dans un rapport donné ayec le produit 
de l’autre par une ligne donnée. 

ProërèmMe. Etant donnés trois points sur une droite, en 
trouver un quatrième sur la même ligne, de telle sorte, que le 
carré de sa distance à l’un des trois premiers points soit dans un 
rapport donné avec le produit de ses distances aux deux autres 
points. 

Prorrème. Etant donnés quatre points sur une droite, en 
trouver un cinquième sur la même ligne, dé manière que le 
rectangle de ses distances à deux d’entre eux soit dans un rap- 
port donné avec le rectangle de ses distances aux deux autres. 

Proscèmr. Par un point donné, mener une droite telle, que fa 
partie interceptée entre deux cir conférences concentriques soit 
égale à une quantité donnée. 

Proszème. Etant données deux eirconférences dont l’une est 
intérieure à l’autre , mener par le point où la plus petite ren-. 
contre la ligne des centres, une droite telle, que la partie com- 
prise entre les deux cercles soit donnée. 
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Progzème. Etant donné un angle d’une grandeur constante 
dont le sommet est fixe et dont le rectangle des côtés est con- 
stant, trouver la ligne que décrit lune des extrémités d’un des 
côtés de Pangle quand Pautre extrémité décrit un cercle donné. 

Proscèms. Etant donnés deux points sur une droite, trouver 
le lieu des points tels, qu'en menant par ces points deux lignes 
parallèles à des droites fixes, le rapport des distances de pie 
pieds aux deux points fixes soit constant. 

Proscème. Trouver le lieu des points tels, que le carré de 
leur distance à un point fixe, soit égal au rectangle fait sur une 
longueur donnée, et leur distance à une droite donnée. 

Progzème. Elant donnés deux points fixes, trouver le lieu des 
points tels, que le carré de leur distance au premier point, soit 
dans un rapport donné avec le carré de leur distance au second 
point augmenté ou diminué d’un carré donné. 

Prosrème, Etant donnés des points en nombre quelconque sur 
un plan, en trouver un autre tel, qu’en y faisant passer une 
droite quelconque, la somme des perpendiculaires abaissées sur 
elle des points situés d’un même côté, soit égale à celle des per- 
pendiculaires abaissées des autres points. 

Progcème. Etant donné le périmètre d’un polygone variable , 
trouver la valeur de ses côtés quand il devient maximum. 

Progcèms. Tous les côtés d’un polygone moins un étant don- 
nés, déterminer ce dernier de manière que le polygone soit 
maximum. 

ProgrÈme. Etant donné les côtés d’un polygone, déterminer 
les conditions pour que son aire soit maximum. 

ProëLèms. Former le polygone maximum avec un périmètre 
donné. 
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Des Points, des Lignes et des Surfaces dans l'espace. 


229. Tous les problèmes de Géométrie ont pour objet de dé- 
couvrir des rapports, ou d’exécuter graphiquement des con- 
structions demandées. Dans le premier cas, on peut, comme 
dans les théorèmes, supposer fait tout ce qui est démontré pos- 
sible ; dans le second cas, il faut avoir égard aux difficultés que 
présente l’imperfection des instrumens : ainsi, comme ils ne 
peuvent décrire les lignes que dans des plans résistans, on de- 
vra toujours supposer ces plans primitivement établis, sans 
quoi les constructions seraient impraticables. Mais comme ces 
plans matériels seraient impénétrables, cette supposition de- 
vient réellement impossible dans la pratique, et on a cherché 
à ramener le plus possible les problèmes graphiques à des con- 
structions faites dans un seul plan. Gette réduction ne saurait 
avoir lieu que lorsque les choses demandées sont comprises, au 
moins séparément, dans un même plan. Par exemple, elle est 
possible, si lon demande le rayon d’une sphère tangente à 
quatre sphères données, et impossible sil s’agit de construire 
une pyramide sous des conditions quelconques. 

Nous ne nous astreindrons pas, dans ce qui suit, à ramener 
tout à des constructions dans un plan unique; ce sera là Pobjet 
d’une théorie particulière. Nous regarderons un plan comme 
déterminé par trois points non en ligne droite, et nous sup- 
poserons possible d'y exécuter toutes les constructions connues. 
Nous nous occuperons ensuite de réduire les constructions, 
autant que possible, à des constructions faites dans un seul 
plan, et de n’exécuter hors de ce plan que les choses qui par 
leur nature ne peuvent y être comprises. 

Pour éviter de reporter ailleurs un grand nombre de propo- 
silions qui seront plus à leur place dans cette partie de la 
Géométrie, nous supposerons connues les formules élémentaires 
de la Trigonométrie. 

1% PROBLÈME. Etant donné un nombre quelconque de plans 
et deux points À ,B pris sur deux d’entre eux, trouver le plus 


1 
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court chemin de l’un à l'autre point sans sortir des plans 
donnés (fig. 110). 

Supposez que ces plans se rabattent sur Pun d’eux, à la suite 
les uns des autres; la ligne la plus courte tracée sur leur sys- 
tème de À en Bse sera développée sans changer de grandeur, 
ainsi que toutes les autres que lon aurait pu y tracer; elle sera 
donc encore la plus courte après le rabattement; elle sera done 
la droite menée de À à B : d’où il suit que pour trouver les 
points où le plus court chemin coupe les intersections succes- 
sives des différens plans, il suflit de construire sur un plan le 
système rabattu, de joindre les points À, B par une droite, et 
de reporter les points de rencontre que l’on obtiendra, sur le 
système proposé. 

2° Prorsème. Trouver le plus court chemin sur la surface 
dun cylindre ou d'un cône quelconques, 

L'une et l’autre surface étant la limite de surfaces composées 
de plans dont les arêtes sont toutes parallèles ou passent par 
un 1nême point, ce qui précède leur est applicable, Le plus 

court chemin sera donc la courbe qui se développera ‘avec la 
surface suivant la droite qui joindra les deux points rabattus. 
Pour Île cylindre, ce sera un are d’hélice. 

3° Proërème. Trouver la valeur de la projection dune 
surface plane sur un plan donné , connaissant cette surface ‘et 
Pangle des deux plans. 

HO y parvenir, menez dans la surface des cordes indéfini- 
ment rapprochées, perpendiculaires à à l'intersection des deux 
plans; vous formerez ainsi une suite de rectangles inscrits; leur 
somme aura pour limite la surface donnée, et la somme de 
leurs projections aura pour limite la projection de la même 
surface. Or, chaque rectangle et sa projection ayant une base 


‘commune, le rapport de ces deux rectangles sera le même que 


celui de leurs hauteurs, e’est-à-dire le cosinus de Pangle des 
deux plans; la projection totale des rectangles est done égale à 
leur somme multipliée par le cosinus de cet angle; et d’après 
le théorème des limites, la projection de la surface est égale à 
celle surface muitipliée par ce même cosinus, 
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Tuiorèvr. La somme: des carrés des cosinus des anoles 
qu'une droite for me avec {rois droites perpendiculaires entre 
elles est éxale a l'unité. 

En effet, Pangle de deux droites qui ne se coupent pas étant 
celui que forment des parallèles à ces droites menées par un 
même point, on pourra supposer la droite menée par le point 
de rencontre des trois droites. Or, si lon prend sur elle une 
longueur égale à Punité, et qu'on forme un parallélépipède 
dont elle soit a diagonale, et dont les trois droites données fas- 
sent un des angles solides, les trois arêtes contiguës seront les 
cosinus des angles que fait avec elle la diagonale. Mais , dans 
un parallélépipède rectangle, la somme des carrés des trois 
arêtes est égale au carré de la diagonale; la somme des carrés 
des cosinus est donc égale à VHRte. 

Tuaéorème. La somme des carrés des cosinus des angles 
quun plan forme avec trois plans rectangulaires, est éxale à 
l'unité; car ces angles sont les mêmes que ceux que formerait 
la perpendiculaire à ce plan avec les perpendiculaires à chacun 
des trois autres. 

Tnéorème. Le carré d'une surface plane est égale à la 
somme des carrés de ses projections sur trois plans rectangu- 
laires, car chaque projection est égale à la surface multipliée 
par le cosinus de l’angle de projection!', et la somme des carrés 
de ces trois cosinus est égale à l’unité. 

Tuiorèmr. Le carré d'une droite est éxal à la somme 
des carrés de ses projections sur trois droites rectangulaires 
car chaque projection est égale à la droite multipliée parle 
cosinus de langle que cette droite fait avec sa projection. 

4e Prosième. Étant donnés les angles que deux droites 
forment respectivement avec trois droites rectangulaires AX , 
AY ,AZ (fig. 111), trouver l'angle 0 que ces deux droites as 
entre elles. 

On tirera, par origine A, des parallèles AM, AM’ aux 
droites proposées; l’angle MAM' sera égal à 0. Soient, 6, yet 
æ& , 67, y les angles que AM et AM’ forment respectivement avec 
les axes AX, AY, AZ ; prenons deux points arbitraires M, M, 
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. Fe af Let Met Qi 
sur les deux droites; nommons æ,y,2 et x,y,2 les di- 
stances de l’origine A aux pieds des perpendiculaires abaissées de 
M et M suriles axes AX, AY , AZ. Nous aurons 


AM? + AM" — MM" 


CR AM Se AMC 


Or, AM=x+Y +, AM? —2+y+ 2; 
MM=(x— 2) +(y—y} +(z— 2); 
LL Y Y pare 


Poi 8 — NET A Sr ee: 
Qos has AM X AM 
Or = Se; TE = 05%, d= se, 
MNT AZ ABS AUS 
= 5€ » ANS NT pat sd 
Done 


cos 8 — cos « cos æ° + cos C,cos 6” H- cosy cos y”. 


RErmarque. Si les deux droites étaient perpendiculaires l’une 
à l’autre, on aurait 


cos æ cos &’ += cos 6 cos €” + cos y cos y” — 0. 


CorozzarrE. Ces formules conviennent au cas de deux plans; 
car leur angle est le même que celui de deux droites qui leur 
seraient respectivement perpendiculaires. 

CororLAIRE. Soient deux systèmes de trois droites rectangu- 
laires x, y,z et x’,y’,2". Soient e, 6, y les trois angles que fait x’ 
avec les droites x, y, 2; &’ , €’, y’ ceux que fait y” avec les mêmes 
droites , et &”,6",7" ceux que fait z’ avec ces droites. On aura 


cos” AN 6 + cos’ Lee COS: # + eos 
cos? æ&” + cos’ C++ cos >"—1, 
cosw cos &' + cos 6 cos 6” + cos y cos y —=0, 
cos & cos &” + cos 6 cos 6” cos y cosy" — 0, 
cos a” COS &" + Cos6” cos 6" + cos y’ cos 3" — 0. . 


Es 
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Mais, en comparant semblablement les droites x, y, z au 
système x°,y",2", il vient 


cas? «& + cos” & + cos à” —1, cos? Értu eos 6" + cos’ AC À 
cos? y + cos” y’ + cos 3” —1, 
cos & cos 6 + cos «& cos 7 + cos 6 cosy = 0, 
cos æ&’ cos 6” + cos æ cosy" + cos cos y = 0, 
cos æ&” cos 6” Æ cos &” cos y” + cos C” cos >"—0o. 


Ces deux systèmes d'équations doivent être identiques, puis- 
qu’ils expriment chacun les conditions pour que les deux sys- 
tèmes des trois droites soient rectangulaires. 

5° Prosrèmr. Étant données les projections d'une surface 
plane sur trois plans rectangulaires, trouver sa projection sur 
un autre plan quelconque faisant avec les trois premiers les an- 
gles æ,6, 7. 

Soit m la surface donnée, et a, b, c les trois angles qu’elle 
fait avec les plans donnés, ses projections seront respectivement 


p=meosa, p—meosb, p—meosc. 


Si on les projette toutes les trois sur le nouveau plan, et qu’on 
ajoute les trois projections , on aura 


m(cos a cos & + cos b cos € Æ cos c cos y); 


ou m cos V, en nommant V l'angle du plan de la surface avec 
celui sur lequel on la projette : ce sera donc la projection de la 
surface m sur le quatrième plan. La désignant Par M, on aura 
alors la formule générale 


M = p cos & + p’cos 6 + p” cos y. 


Cororzaire. Soient m,m',m',..., des surfaces planes en 
nombre quelconque dont on connaît les projections sur trois 
plans rectangulaires, on aura encore leur projection sur un 
autre plan quelconque, en y projetant les trois premières et fai- 
sant leur somme. 

Tuéorimr. La somme des carrés des projections d'un nombre 
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quelconque de surfaces planes sur trois plans rectangulaires 
quelconques est constante. | 

En effet, soient A, A", A" les projections de ces surfaces sur 
un des systèmes rectangulaires, et B, B”, B” les projections sur 
un autre système quelconque , on aura, par la proposition pré- 
cédente , en appelant #, 6,7 les angles que le plan de B forme 
avec ceux de À, A”, A", et ainsi des autres, 


B — À cos æ —- A’cos6 + A”cos”y, 
B'— À cos & + A’ cos 6 Æ A"cos y, 
B'—A cosa”  A’cos 6" H A" cos y”. 


Ajoutant les carrés de ces équations, et réduisant d’après les 
relations connues, 1l vient 


Be Be B'a— A4 An A": 


ce qui démontre le principe énoncé. 

6° Prosrèmr. Trouver le plan sur lequel la somme des pro- 
jections de surfaces planes quelconques est un maximum. 

De l'équation précédente on tire 


A VE EDS AT AT 


Cette valeur sera maximum quand on aura, À’ —0 et A" — 0, 
car B°+B?+B"? est constant. Mais alors les valeurs précé- 
dentes de B, B”, B", deviennent 


B— A cosa, B'= A cose”’, B"— À cosz”. 











B B' 
Donc, cos = ——_—_———————, COS = —— 
VB +B2+LB 2 VB +B2+pB2 
B' 
COS LU a ——, 
VD ++ 


Ce qui fait connaître les angles que le plan de la plus grande pro- 
jection fait avec les trois plans rectangulaires relatifs aux pro- 
jections B, B°, B°. Sa direction seule se trouve déterminée; et 
en effet, sur tous les plans parallèles, Îes projections sont égales. 


- 
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DA La somme des projections des aires, m,m’,m", etc., 
est constante sur tous les plans qui ; font le même Pa avec hhà 
de la plus grande PoIGC OR: 

En eflet, soient q, q', q", les angles que fait un plan duel 


conque avec les plans B, B°, B”; on aura , en désignant par C la 
projection sur ce plan; 


C=B cos g + B’ cos q’ +- B" cos g" 
Or, BA cosa, B'=A cose, B'=A cos 2”; 
donc C— À (cosæ cos q + cos a’ cos g' + cos &° cos”) = À cos V, 


en désignant par V Pangle du plan C avee le plan de la plus 
grande projection. La projection G ne dépend donc que de Pan- 
gle V , et sa valeur en fonction de B, B”, B”, est 

C= cos V X V/B°+B?+B"2, 


« ; 
Ïl en résulte que cette projection sera nulle pour tout plan per- 
pendiculaire à celui de la plus grande projection. 

Remarque. Toutes les propositions précédentes s'appliquent 
immédiatement aux projections des FR droites sur trois axes 
ME 

* Progrèmé. Trouver le plus court chemin entre deux 
Abe 3 

Si lon conçoit par ces droites deux plans parallèles et une 
perpendiculaire à ces plans se mouvant le long d’une des droites, 
elle tracera sur le plan de l’autre une para Mloue la première; et 
si on l’arrête au point où cette parallèle coupe la seconde droite, 
elle sera à la fois perpendiculaire sur les deux droites données, 
ct en sera la plus courte distance; car la ligne qui en joindrait 
déux autres points quelconques serait plus grande que la per- 
pendiculaire comprise entre les deux plans. 

8° Prosrème. Une droite se mouvant parallèlement à un 
plan donné, et s'appuyant sur deux droites fixes, on demande 


de liéu des points qui la diviseront pour chaque position dans 


le rapport constant de m à n. 
Soient les deux droites 2% ZU ( jig: 119), et AV unè parallèle 


13 


{ 
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à XY menée par un point quelconque À de ZU. Soient MN, NP 
les intersections d’un plan quelconque parallèle au plan donné 
avec les deux plans XYAV , VAU , ces deux lignes seront de di- 
rection constante, et MP sera une quelconque des lignes en 
question. Soit K le point qui partage MP dans le rapport de mà 7; 
menons KH parallèle à MN, la ligne PN sera aussi partagée 
dans le rapport de m à n; le lieu des points IH est donc une droite 
passant par le sommet A , et les points K sont dans le plan mené 
par cette droite parallèlement à MN. Mais ils sont aussi dans un 
plan parallèle aux deux droites, puisque toutes les droites inter- 
ceptées entre trois plans parallèles sont coupées dans le même 
rapport ; donc le lieu cherché est l'intersection de ces deux 
plans, et par suite ce lieu est une droite parallèle à un plan qui 
serait parallèle aux deux droites données. ; 

Taiorime. S1 ?on divise deux côtés opposés d’un quadrilatère 
gauche quelconque dans le rapport de m à n, et les deux autres 
dans le rapport de p à q, les deux droites qui joindront les 
points de division des côtés opposés, se couperont, et leurs seg- 
mens seront dans le rapport de ceux des côtés opposés. 

En effet ,soit XY ( fig. 119) la droite qui partage lescôtés AC, 
BD dans le rapport de m à n,ellesera parallèle au plan parallèle 
aux côtés AB, CD. Or, les points qui divisent cette droite et les 
autres parallèles au même plan, comprises entre AC et BD, dansle 
rapport constant de p à g, doivent être en ligne droite; et comme les 
deux lignes AB, CD , sont dans le cas de ces parallèles , il s’en- 
suit que si on joint les deux points qui les divisent dans le rap- 
port depàg, la ligne ZU qu’on obtiendra coupera XY dans le 
même rapport de p à q. De plus, ZU sera partagée dans le même 
rapport que AC et BD, puisque les droites XY, AB et CD sont 
comprises dans trois plans parallèles. Le principe est donc dé- 
montré. 

9° Prosrèms. Trouver le point d'intersection des droites qui 
joignent les milieux des arêtes opposées d'une pyramide trian- 
gulaire SABC ( fig. 114). 

Joignez d’abord les milieux M,N de SC et AB, puis les mi- 


lieux P, Q de SA et BC; d’après le théorème précédent, les 
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droites MN , PQ, se couperont dans leurs milieux respectifs. Si 
Von joint ensuite les milieux R,S, de SBet AC, le quadrilatère 
gauche SBAC fait voir que RS et PQ se coupent aussi en leurs 
milieux ; les trois droites passent donc par un même point O, où 
elles se coupent en deux parties égales. 

Pour connaître la position de ce point dans la pyramide, on 
remarquera que sa distance à l’une quelconque des faces, à ABC 
par exemple, est le quart de la distance correspondante de S à 
ABC , car la distance de O à ABC est la moitié de celle du point 
R à ABC , et la distance de R à ABC est la moitié de celle de S à 
ARC. 

On verra par la suite que le point Q est le centre de gravité 
du volume de la pyramide. | 

10° Prorzème. (Fig. 115). Dans une pyramide SABC, on fait 
une section quelconque MNP parallèle à la base, on joint les 
milieux, m,n,p, des côtés de cette section aux sommets opposés 
A ,C,B, de la base ACB; les trois droites que l'on obtient se 
coupent en un même point dont on demande le lieu. 

Je dis d’abord que les trois droites mA, nC, pB se coupent en 

un même point. En effet, mn étant parallèle à AC, les droites 

mA, nC se coupent. en un point O, où elles sont divisées dans 
le rapport de mn,a AG. Mais de même pB.et nC se.coupent en 
un point qui les divise dans le rapport de pn à BC, qui à cause 
des triangles semblables est le même que celui de mn à AC; ces 
trois droites se coupent donc en un même point. 

Soient K,H,L, les milieux de AB, BC, AC; la droite Am 
étant dans le plan ASH, coupera SV ; semblablement nC et pB 
couperont SV ; et comme les trois droites mA, nC, pB, passent 
par un même point O et ne sont pas dans un même plan, elles 
ne peuvent rencontrer une même droite qu’au point même où 
elles se coupent; donc le point O est:sur la droite SV aui est 
par conséquent le lieu cherché. 

On peut remarquer, que le point O est à Ja fois dans les trois 
plans APN, BMN, CMP}; ce qui fournitlune autre manière d’énon- 
cer le théorème. 

11° Prosrèmr, Trouver la diagonale et le volume d'un pa- 


19. 
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rallélipipède, connaissant les trois arêtes contiguës et les angles 
a, €, y, que ces arêtes forment entre elles. 
Soient a, b,c, les longueurs des trois arêtes, la diagonale D 


sera donnée par la formule 
D°= a? + b? + c° + 24b cos ab abc cos bc += 2ac cos ac"); 


et le volume V aura pour valeur 











2 


2abc / sin (EE sin (=) _ (ES) an Ty 


2 
Ces formules se trouvent dans la Géométrie de M. Legendre. 
19° Prosrème. 7 rouver tous les points de l'espace également 


éclairés par deux lumières. 
Si lon fait passer un plan par les deux points lumineux, le 


lieu des points également éclairés dans ce plan sera, comme nous. 


Vavons vu précédemment, un cercleayant son centre sur la droite 
qui joint les deux premiers points. Faisant tourner le plan au- 
tour de cette droite, le cercle sera toujours également éclairé, et 
décrira ainsi une sphère qui sera le lieu cherché. | 

Nota. On peut de la même manière se proposer sur le plan 
ét la sphère un grand nombre des problèmes traités précédem- 
ment sur la ligne droite et le cercle; on trouvera facilement les 
énoncés et les solutions de ces problèmes; nous nous dispense- 
rons de les indiquer. 

13° Progième. (Fig. 116). Etant donnés mpoints À, À”, A”, 
A°,...,en trouver un dont la distance à un plan quelconque 
soit movenxr entre les distances de tous les autres points au 
méme plan , c'est-à-dire, soit égale a leur somme divisée par 
leur nombre. : | 

-Prenons d’abord le milieu B de AA”; le double de sa distance 
à un plan quelconque S sera égal à la somme des distances 
de A et A’ au même plan; qu'on prenne ensuite BC égal au 
tiers de BA”, je dis que le triple de la distance de C à S sera égal 
à la somme de celles des points À, A’, A"; en effet, soientP,Q,R 


(*) On désigne par cos ab le cosinus de l’angle formé par les arêtes a , b. 





) 
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les pieds des perpendiculaires, et A"V parallèle à PR, on aura 


BUQ == 9VP + AR. 


ÂAjoutant au premier membre 3CU , et au second 2BV, qui 
Jui est égal, onaura 


3CQ = 2BP + AR. 


Mais 2BP. est égal à la somme des distances des points À et. 


À à S; donc, 3 fois la distance du point C à S égale la somme 
des distances des points À, A”, A"au même plan S. 

On joindrait semblablement C avec un quatrième point A”, 
et on prendrait CD égal au quart de CA”; le point C serait tel 
que quatre fois sa distance à un plan quelconque serait égale 
à la somme des distances correspondantes des quatre premiers 
points au même plan; et ainsi de suite. 

On parviendra donc toujours de cette manière à un point O tel 
que sa distance à un plan quelconque, sera la moyenne distance 
de tous les autres au même plan. 

La loi précédente est facile à saisir. Nous allons faire voir 
qu’elle est générale. Soit N ( fig. 116 bis), le point obtenu par 
les n premiers, et P Le (7 + 1)*"*; on aura par la même con- 
struction , en prenant NK égale à la (n + 1)*"* partie de NP, 


(n +1) X RM= n X NL + SQ. 


À joutant au premier membre (z7 + 1) KR, et au second son 
égal PS, il vient 


(nr +1) X KM=n x NL + PO; 


ce qui démontre la loi énoncée. 

Si l’on ne considère qu’un plan , tous les points du plan paral- 
1èle mené par le point O qu’on vient de déterminer, jouiront de 
la même propriété, ainsi que le plan qu’on mènerait en-dessous 
à la même distance. Mais si on considère tous les plans possibles, 


le point O sera le seul qui sera toujours à une distance moyenne 


entre toutes les autres; on le nomme centre des moyennes 
distances ; et pour le déterminer il suffit de chercher sa distance 
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à trois plans non parallèles, en prenant les trois moyennes 
entre les sommes respectives des distances de tous Îles points à 
ces trois plans. | | - 
1°" Cororraïre. Si l’on désigne par x, x, x",... , 200 es 
distances de # points à un plan donné P, et par x; celle du centre 
des moyennes distances au même plan, on aura 


xt a" ha", He a) = nr. 


Cette formule suppose que tous les points sont d’un même 
côté du plan P. 

Si on élève ce plan d’une quantité quelconque @, ces distances 
deviendront 


‘ 


T—a,L'—a,... AMD, TX —a, 


en regardant comme négatives celles qui se trouveront dirigées 
en sens contraire. Or, il est évident qu’en vertu de Péquation 
précédente on a 


G—a)+ (x —a)+... Ham a = n(x, — a). 


Ce qui fait voir que la distance du centre des moyennes dis- 
tances à un plan quelconque est moyenne entre la somme algé- 
brique des distances des différens points à ce plan, en regardant 
comme négatives celles qui sont dirigées en sens contraire. 

Il suit encore de là que pour tout plan passant par le centre 
des moyennes distances, et pour ces plans seulement , la somme 
algébrique des distances est nulle. | 
. 2° CoroLLAIRE. Quand tous les points donnés sont dans un 
même plan M, le centre de leurs moyennes distances s’y trouvé 
aussi; car si l’on considère un plan parallèle P, tous les points 
donnés en seront à la même distance, et cette distance même 
sera la moyenne; d’où il suit que le centre séra dans le plan M. 

De plus les distances de ces points à des plans perpendicu- 
laires à celui dans lequel ils se trouvent , étant les mêmes que 
leurs distances aux traces de ces plans sur ce dernier, il en 
résulte que le centre des moyennes distances à des plans quel: 
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conques sera celui des moyennes distances à toutes les droites 
menées dans le plan de ces points. 

14° Prosrème. (Fig. 117). Etant donné un nombre m de 
droiles passant pers même point S, on demande le lieu des 
points X tels, qu’en abaïssant sur elles des perpendiculaires, la 
somme des produits de leurs distances au point S, par des lignes 
données , soit évale à une surface donnée K*. 

Soient prises sur les droites données à partir deS,, des parties 
SÀ, SA”,..., égales aux lignes par lesquelles il faut multiplier 
Ÿes ee SP, SP’,..., du point S aux pieds P, P’,..., des 
perpendiculaires abaissées du point X sur les droites données. 
Si lon tire AQ, A'Q',..,, perpendiculaires sur SX, les triangles 
semblables donneront 


SPX SA = SQX SX, SP'X SA’ = SQ' XX SX... 
l'aisant la somme de ces égalités on aura 


K°— SX x (SQ-+SQ' +...) 


Soit Z le centre des moyennes distances des points A, A",...; 
Ja distance SV sera moyenne entre SQ, SQ”,..., puisque toutes 
ces lignes sont les distances des points Z, A, A”,.. , au plan 
perpendiculaire à SX mené par S ; on pourra donc écrire 


RSA TT SV 


Mais si l’on abaisse XC perpendiculaire sur la droite SZ, on 
aura 


SX x SV = SC X SZ. 
Substituant , il vient 


K°=m X SC XX SZ;: 


d’où il suit que SC est une quantité constante. Done le lieu cher- 

ché est un plan perpendiculaire sur la droite qui joint S au 

centre des moyennes distances de A, À”,...,et à une distance 
K° 

SC— ———, 

m X SZ 


15° Pronrème. Etant donné un nombre quelconque de plans 
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passant par un même point, trouver le lieu des points tels, que 
la somme des produits de leurs distances à ces plans par des 
Lignes données soit constante. 

Si par le point de concours des plans donnés, on leur mène 
des droites respectivement perpendiculaires , et que du point 
cherché on abaisse des perpendiculaires sur ces droites, les di- 
stances des pieds de ces perpendiculaires à l’origine seront les 
mêmes que les distances de ce point aux plans donnés; on re- 
vient donc au problème précédent. 

16° Prorème. Etant donnés l'apothème « et le rayon R de 
la base d’un cône droit, trouver l'angle y du secteur qui en est 
le développement sur un plan. 

L’arc intercepté par le secteur sera égal à 27R, puisqw’il sera 
le développement de la circonférence de la base; comparant à 
quatre angles droits l’angle opposé x , on aura, par la proportion 
connue des angles et des arcs divisés par les rayons, 


o7R 27h ._ o7R 
x'orii—-!:——{ Ra, d'où x=—— 
a R a 


Tréonbwe. (Fe. 118). Lorsque trois sphères se coupent deux 
à deux, les plans des trois cercles d'intersection se coupent sur- 
vant une même droite perpendiculaire au plan des trois centres. 

Soient À ,B,C, les centres; les plans des cercles d’intersec- 
tion seront perpendiculaires sur le plan ABC, et passeront res- 
pectivement par les droites MN, RS, PQ ; or nous avons prouvé 
( pag. 261 ) que ces droites se coupent en un même point; les 
trois plans se coupent donc suivant une même droite perpendi- 
culaire au plan ABC et menée par ce point. 

Tuéorème. Quand trois droites rectangulaires, coupent une 
sphère et passent par un point constant, la somme S$, des carrés 
des cordes comprises est constante. | 

En effet, si Von abaisse du centre.de la sphère des perpendi- 
culaires sur les trois cordes, la somme des carrés des moitiés de 
ces cordes sera égale à trois fois le carré du rayon R, moins la 
somme des carrés des trois perpendiculaires. Mais si Pon formait 
un parallélipipède rectangle avec les trois plans perpendiculaires 
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et le centre de la sphère comme sommet opposé, ces trois per- 
pendiculaïres seraient les diagonales des faces passant par le 
centre , et la somme de leurs carrés serait par conséquent égale 
à deux fois le carré de la distance D du point donné au centre. 
Le quart de la somme proposée S, sera donc égal à 3R°— 2D° ; 
donc la somme sera 


S, = 19R2— 8D>. 


Taéorème. (Fig. 119). Soit ABCDEFG un polygone quelcon- 
que fermé, plan ou gauche; st par un point quelconque O de 
l'espace, on tireunedroite arbitraire X’X, et des droites OE,OD...., 
érales et parallèles aux côtés du polygone et dirigées dans le 
même sens que ces divers côtés quand on les parcourt consécu- 
tivement, la somme des projections des côtés qui tomberont 
sur le prolongement OX, sera égale à la somme de celles qui 
tomberont sur OX ; ou en d'autres termes, la somme alvébrique 
totale des projections sur XX’ sera nulle, en regardant comme 
positives celles qui se trouveront à droite du point O, et comme 
négatives celles qui seront à gauche. 

En effet, concevons qu’on mène par deux sommets du poly- 
gone deux plans perpendiculaires à XX’, et qui comprennent 
entre eux tous les autres sommets. Soient À et E ces deux som- 
mets extrêmes; il pourra arriver de deux choses l’une. Ou, en 
parcourant de E vers À la partie EDCBA, on s’éloignera tou- 
. jours du plan perpendiculaire à XX” mené par E, ou Pon s’en 
éloignera et on s’en rapprochera successivement. Examinons 
ces deux cas. 

Dans le premier cas, les parallèles menées par O aux côtés 
de la partie EDCBA, auront toutes leurs projections sur OX; 
et en supposant la partie AGFE dans le même cas, par rapport 
au plan mené par À , ses côtés se projetteront sur OX. Mais les 
deux sommes de projections sur OX et OX” sont les projections 
des parties EDCBA et AGFE, c’est-à-dire la distance même des 
deux plans perpendiculaires à XX”; d’où il suit que ces deux 
sommes sont égales. 

Dans lé second cas, soit ED (fig. 119 bis) un côté suivant lequel 
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on se rapprochera du plan mené par Le sommet extrème G. Conce- 
vons par lesextrémités de ED, des plans perpendiculaires à XX”,et 
qui coupent le polygone en M et N ; on aura trois lignes EM, ED, 
DN, dont deux EM, EDauront pe des projections égales et de 
sens contraire, et la troisième une projection égale et située sur 
OX”. II en serait de même quel que fût le nombre impair des inter- 
sections du polygone par les plans menés par Det E, et on agirait 
de la même manière pour la partie ALKIHG; d’où il suit que 
les projections situées respectivement sur OX et OX” se compo- 
seront d’abord de la distance des deux plans extrèmes, plus les. 
distances communes des plans intermédiaires, tels'que ceux que 
Von a menés par Det E. Doncenfin, dans tous les cas, ces deux 
sommes sont égales; et par conséquent , leur somme algébrique 
sera nulle dans le sens indiqué par l'énoncé. 

1° CorozaiRE. Si l’on mène par O un plan perpendiculaire 
à XX”, les projections des côtés OE, OF,..., seront les di- 
stances des extrémités E, F,...,à ce plan; et l’on voit, par le 
théorème précédent, que cette somme est nulle, quelle que soit 
la direction du plan, puisque la droite XX’ est arbitraire. 

2° Cororrarrs. Le point O sera le centre des moyennes di- 
stances des points E, D, C,..., car ce qui précède a lieu pour 
tous les plans passant par O; et la distance du point © à tous 
ces plans étant nulle, est égale à la moyenne distance de tous 
les points E, D, C,...,à ces xp. plans; le point O est donc le 
centre des moyennes distances de ces points à tout plan de Pes- 
pace, puisqu'il suffit pour cela qu’il le soit relativement à trois 
plans qui se coupent en un même point. 

8° CororLAIRE. On sait que la projection d’une droite sur 
une autre est égale à la longueur de la première multipliée 
par le cosinus de l'angle qu’elle fait avec la seconde. Si donc on 
désigne par a, b,c, d,..., les cétés d’un polygone quelconque 
etpar «,6,7,9,...,les angles qu’ils font avec la direction OX 
d’une droite quelconque , on aura, en observant que les projecs 
üons situées sur le prolongement OX’ de OX cor respoñdent à 
des cosinus négatifs, 


a cos & 4 b cos CH ccos s Æ d'cosd +... 


Î 
6 


À (299 ) 

Taiorime. La somme des produits des faces d’un polyèdre 
convexe quelconque, par les cosinus des angles qu’elles font avec 
un même plan est nulle, en prenant toujours pour ces angles 
ceux qui comprennent entre leurs faces le polyèdre donne. 

En effet, si lon conçoit une perpendiculaire au plan de pro- 
jeclion , qui se meuve en touchant continuellement la surface 
du polyèdre , elle la partagera en deux surfaces qui donneront 
chacune pour projection la partie du plan limitée par le poly- 
gone décrit par le pied de la perpendiculaire mobile. On obser- 
vera de plus que les angles des faces avec le plan de projection, 
pris comme l'indique l'énoncé, sont tous aigus pour la partie 
supérieure, et obtus pour la partie inférieure; et comme la 
projection d’une aire plane est égale à cette aire multipliée par 
le cosinus de Pangle des deux plans, il suit de tout cela que 
la somme des produits des faces du polyèdre par les cosinus des 
angles qu’elles font avec un même plan, est égale à zéro. 

Les élèves pourront chercher les modifications que subit ce 
théorème dans le cas d’un polyèdre à angles rentrans. 


Tuéorème. Dans tout polygone convexe, le curré d'un des 
côtés est égal à la somme des carrés de tous les autres, 
moins deux fois la somme de leurs produits deux à deux , mul- 
tipliés par le cosinus de l'angle compris. 

En effet, un côté quelconque d’un polygone est égal à la 
somme des projections de tous les autres côtés sur le premier, 
en prenant négativement celles des côtés qui feront des angles 
obtus avec la ligne des projections, pourvu que l’on considère 
toujours les angles qui comprennent le polygone entre leurs 
côtés. On aura donc les diverses équations suivantes, en dési- 
gnant généralement par (mn ) Pangle que les côtés met n 
font entre eux, 


a—=b cos(ab) + c cos (ac) - d'cos (ad) 4e cos (ae) +... 
b = acos(ba)+ c cos (bc) + d cos (bd) +e cos (be) +... 
c—=a cos (ca) + b cos (cb) + d'cos (cd) + e cos (ce) + ... 
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e e. 


Multipliant la première par a, la seconde par D, la troisième 
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par ©, et ainsi de suite, il vient, en retranchant de la première 
équation la somme de toutes les autres, et faisant les réductions, 


bc — D... —— obc cos (bc) — 2bd cos(bd) 
— 2be cos(be) — ... — 2cd cos (cd) — 2ce cos (ce) — . 


D'où résulte \ 


QD ct 4 d' He... bc cos (bc) —2bdcos (bd) —... 


— 2cd cos (cd) — 20e cos (ce) — ... 


CororLatrr. On peut calculer par x le dernier côté d’un 
polygone, et ses deux angles adjacens, quand on connaît tous 
les autres côtés, ainsi que leur arrangement et leurs angles; 
on déterminera le côté inconnu , au moyen de la formule pré- 
cédente , et chacun des angles adjacens se déterminera en pre- 
nant les formules analogues pour les deux côtés adjacens; cha- 
cune de ces équations déterminera le cosinus de Pun des angles: 

Tuéorèms. Le carré d'une des faces d’un polyèdre convexe 
est égal à la somme des carrés des autres faces, moins la 
somme de leurs produiis deux à deux multipliés par le cosinus 
de l'angle compris ; car une face quelconque est égale à la 
somme des projections de toutes les autres, en les prenant 
négativement, quand l’angle dièdre que font ces faces avec celle 
de projection est obtus : on en déduira donc, par le même 
calcul que dans le cas précédent (en désignant les faces par 
À, B,C,D, etc.) , que 


A —B?+C4D°+... — 9BC cos(BC) — 2BDcos(BD)—. . - 


Î . e 
Tuéorème. (Fig. 120). Dans un triangle quelconque ABC 
si on tre une sécante arbitraire DE, toute lisne AH, menée 


par le sommet, jouira de la propriété que le rapport de 
3 a 


4 à AH sera constant 
DFXFE" BH xX HC ÿ 


En effet, on a : 
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AF sine AF sin « 








—— = — et Las $ ot 
DEF  siny FE sin ‘sin à d'où 
| T8 ° WP V4 
AF  __ smæsinæ 
DE X FE  sinysin àd° 
TE tee 
sin 8 sin 8 
On a de même EE ————, 
BHXHC sin y sin à 
——…—— 2, nd 
AF j AH 5 É : 
Done —— : "1 sin «& sin & : sin 8 sin £. 


DE XEE BH X HC 


Ce rapport est constant, puisque les droites BG, DE étant 
fixes, les angles #, «’,8, 8 sont invariables. Le principe est 
donc démontré. - 

CorozLamme. Si l’on avait # —8, il en résulterait a —f, et 
ce rapport deviendrait l’unité. 

On peut d’ailleurs le démontrer directement, en remarquant 
qu’on a, par les triangles semblables, 


AF_AH,, AF_ AH 
FD  HC FE  HB? 


d’où il résulte, en multipliant ces quantités par ordre, 





Rog pois TR 
FD XFE 7 HC x HB 


Tuéorime. ( Fig. 121). Soit AB un diamètre quelconque 
d'une sphère , OC un rayon perpendiculaire sur le plan d'un 
petit cercle de la sphère, et DE intersection du plan de ce 
cercle avec le plan qui passe par AB et QC. Si don suppose une 
surface conique dont À soit le sommet, et qui ait pour base le 
petit cercle DE , tout plan perpendiculaire a AB coupera ce cône 
suivant un cercle. a ï 

En effet , soient AD, AE, les intersections du cône, par le 
plan AOC, et QR la trace sur ce même plan dus âutre plan 
quelconque perpendiculaire à AB. Menons une génératrice quel- 
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conque du point À au point K de la base; par cette ligne 
abaissons un plan perpendiculaire sur le plan AOC, ses in- 
tersections KL, IET, avec le plan de la base et le plan QR, 
seront perpendiculaires sur Je plan AOC, et par suite parallèles 
entre elles ; sa trace sur AOK sera ANL. 

Cela posé , l'angle ANQ est égal à ADE, comme ayant même 
mesure ; donc, d’après le corollaire précédent , 


AH AT | 
RE RL US EE A ASE H.: KL °: à + 
PE K HN DL K LE Or, Hi : KL :: AH : AL 


eme à — 2 ———2 
Substituant donc au rapport de AH à AL, celui de IH à 
—— 3 
KL, l'égalité précédente deviendra 


a RE 
PH X HN  DLXLE" 
Mais, d’après une propriété connue du cercle, on a 


KI — DL X LE. Donc, 1H — PH X HN. 


Par conséquent, le lieu des points [, c’est-à-dire la section du 
cône par le plan QR,, sera un cercle. 

On démontrerait par une simple proportion que toute section 
faite dans le cône parallèlement à la base est un cercle, et géné- 
ralement que toutes les sections parallèles à un plan quelconque 
sont semblables. 

On a nommé sections anti-parallèles celles qui sont également 
inclinées sur les arêtes respectives AD, AE ; tel est le cas des 
deux cercles que nous avons coiSiét és On peut remarquer 
que , de quelque manière que soient placées deux sections anti- 
parakièles, elles seront semblables, de même que les sections 
parallèles. : 





SUR 


L'APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GÉ' MÉTRIE. 


Problemes determines. 


230. 1° Prorrimr. | DER facteurs linéaires la diffe- 
rence des puissances m*"# de deux lisnes données. 

Prenons lune de ces lignes pour unité, et représentons l’autre 
par x, la différence de leurs puissances mi" sera x" — 1. 
Nous aurons la formule des facteurs de ce binome en résolvant 
l'équation x" — 1 = 0. 


Or , on sait qu’il suffit pour cela de poser 


cos ÿ E vs 1siny—1, parce que l'on aura 


= ic) + "A sin 2; 


y sera déterminé par les deux conditions sin y —=0, cosy — 1; 
ce qui donne y= 227,7 étant un nombre entier quelconque. 
Il résultera de là 


21 2: re NOTEZ: 
DICO nie It — 1SiIn—. 
mu mn 


# Pour en déduire les m valeurs de x, il suflira, quand m sera 
pair , de faire passer » par les valeurs o, 1,2, ...,Lm—1 ,et 
quand m sera impair, de donner à n les valeurso;1,2,..., (m1); 
car on fait voir facilement que les m valeurs correspondantes 
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de x seront différentes les unes des autres, et que celles que 
donneraient les valeurs suivantes de nr rentreraient indéfini- 


ment dans les premières, 
On parviendrait encore au même résultat en faisant passer n 


par les m valeurs,0,1,2,...,m—1,et ne prenant que le signe 


supérieur de Vs 
Il suit de là que quand m sera pair, le binome x"—1 sera 
* le produit des facteurs 


27 or 
L1, TL — COS — — —1sin—, 
711 


" Tir 
27. 
g— 008 7 + V—isn—, En 


æ— cos (mi) pi sin (2 Mi), 
OT eo a 
A — cos — (im 1) + V2 r sin — (zm— 1), x+1. 
mi m 
Lorsque m sera impair, x"—1 sera le produit des facteurs 


} crnitess, OT 
(x —1 Z— 005 — — 1 sin — 
), ( V—isn TT), 
27 UN SRE 
LT =— COS — — 1 — ),... 
( cos — + W/ sin je ; 
r(m—1) — , F(m—i) 
m 





Dm COS ee — LS 
In 





[a 608 ED + Es -1 sin EE 


Pour construire géométriquement ce produit au moyen de 
facteurs linéaires , on remarquera que le produit de deux fac- 


teurs conjugués qui ne diffèrent que par le signe de V/— 1 est 





réel, parce que le produit de x— cos a — ÿ/—1 sina par 
x—cos a+ W—1 sina est identiquement égal à........ 


(x — cos a} +- sin a. 
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D’après cela , l’on aura pour m pair; 
M — 1 — Ham [( — COS 7) + sin? dl CE 


— — —) | Pt — ) , 
et pour m impair , d 


x"M—1-—=(x—1) [ (æ— cos ee) + sin? 2 | 
{Ces | + si pe EG), 


Or, si lon décrit du centre O (fig. 192) un cercle ayant 
pour rayon l'unité, que l’on prenne.une distance OA x, et 
que l’on partage la circonférence en m parties égales à partir 
de B, les perpendiculaires MP, NQ, ..., seront les sinus des 


se Er 
arcs) +.) € les distances OP, OQ, ...., seront leurs 
TL T 








T — cos 


cosinus. On aura donc 
(cos) +sint = AP + MP = AM — AM X AM’, 
DNS Le 
(z—cs 7) He ÆAN—AN.X ANS Ier 
m me 


Dans le cas de m pair , le facteur x + 1 donnera AC; et dans 
lun et l'autre cas, la différence x"— 1 sera Le produit des di- 
stan ces du point À aux m points de division de la circonférence. 

2° Proscème. Décomposer en facteurs linéaires, la somme 
des puissances m“"* de deux lignes données. 

Prenant encore l’une des lignes pour unité, et désignant 
l'autre par x, il faudra chercher d’abord les racines de l'équation 


4, 772 
x" 1—=0, qui donne x— W— ts 
20 
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15; a t 1 nm. Êl 
faisant cos y = /— 1 Sny==—1,on en bre 


mA 
Ti ° 


._. t}r 


y == (an + 1)5 tx = cos > —— y: 


Quand m est inpair, on donne à n les valeurs successives, 
0,1,2,...,3(m—1); et lon déduit de cette formule Îles m 
valeurs de x. Il en résulte que x"+ 1 est le produit des facteurs 


T — , 7% 
L = COS — — Vu sin Z), 
TL m 


(x—cos _ + VY/—:i sin 2) ….,(x<+#1). 


Quand rest pair, il faut donner à nlesvaleurso,1,2,..,1m—1, 
et l’on trouve que x”+1 est le produit des facteurs. 


ne sn, T LV. 21 Loces PU D 
; au COS —— 2 em] SIN =— }5s À vom DOS = — } S1N— CCC 
(eco Le Van), fees + VE), 


——s st, MY) Fr (aus 
(n—i)r —1 PL s de Z— COS a a in Le 











L "= COS à 

On construira les facteurs réels du second degré, comme 
dans le problème précédent, avee cette seule différence. que 
les divisions de la circonférence en m parties égales ne com- 
menceront pas au point B, mais au point qui en serait distant 


Æ 
de Parc —. 
m 


Tuéorème. Si une circonférence est divisée en m parties 
égales, et qu'on prenne l'origine des ‘arcs en un point quel- 
conque, la somme des sinus des m ares terminés à cespoints de 
divisions sera nulle, ainst que la somme de leurs cosinus. 

Cette propriété est une conséquence immédiate de ce que le 
centre du cercle est le centre des moyennes distances des mn 
points de division, et que par conséquent la somme des di- 
stances de ces points à tout diamètre est nulle. Maïs on peut 
la déduire de la considération des racines de l’équation bi- 
nome Ze 1 0, ainsi que plusieurs autres propriétés re- 
marquables. 
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On observera pour cela que dans cette équation les termes 
en + manquant depuis x”, la somme des racines est nulle ainsi 
que celle de leurs Hrbdufts deux à deux, trois à trois, ..., 
m—1à m1, ct par conséquent il en est de même de la 
somme de leurs carrés, de leurs cubes, ..., jusqu’à leurs puis- 
sances (m— 1)°" inclusivement. 

Or les m racines de léquation x" 1 —0 se tirent de la 
formule 
KL 


x == COS + 1 SIN — 


en donnant àfn les valeurs successives, 0, 1,2, ..., m—1; 
faisant la somme de toutes ces racines, et égalant séparément à 
zéro la partie réelle et la partie imaginaire, on aura 


cos o + ces He c08 2 + co 1 + + pti au DE Lo, 





: ii 97 .… 47 . 67 ; (n—1)r 
sin Oo + Sin + sin an +sin— + ... sin = 0. 
Jusqu'ici la DRM n’est démontrée que pour le cas où l’o- 
rigine des arcsest l’un des points de division; mais on létendra 
facilement à une origine quelconque, en remarquant que si lon 
multiplie toutes les valeurs dex par cos &HV/— 1 sin a, leur 
somme n’en sera pas moins nulle, et tous les ares se trouverent 
augmentés de a ; ce qui conduit aux formules générales : 


(m— 1}r 


ccosa-hoos( a+ cos a+57 +. .+-cos (a+ —0 T2 


sin a-sin( a HT) Hsin( a+ 7 )4sin( e qu En Où 


Taéorbme. 81 l'on partage une circonférence en m parties 
égales, la somme des carrés des cosinus des arcs terminés 
à 4. el pre Les ÿ 
à ces m ponts de divisions , sera évale au carré du rayon mul- 


SES 1 ù 
tiplié par 510 et ilen sera de méme de la somme des carrés 


des sinus de ces arcs, 
20,, 


? ( 308 ) 
En effet , d’après ce que nous avons vu dans le théorème pré- 
cédent , la somme des carrés des racines de l'équation x"—1 —0o 
est nulle, et le sera encore quand on les multipliera par une 
_ expression quelconque de la forme cos a+-ÿ/— 1 sin a; ce qui 
ne fait qu'augmenter les arcs de a. 
Or, le carré de 





cos (a + += sn(a+2), 


nr 


se réduit à 


cos? (a+ mA RARE (a+ 2 )+ ÿ/—1sin (2a+ mL 
, m m 

Maintenant, si l’on fait la somme des m valeurs que déter- 
mine cette formule générale, et que l’on observe que la somme 
des troisièmes termes est nulle , d’après le théorème précédent ; 
il s’ensuivra d’abord que la somme des carrés des cosinus des 
arcs en question , est égale à la somme des carrés de leurs sinus. 
Or, la somme des carrés du sinus et du cosinus d’un même are, 
est égale au carré du rayon ou à l'unité, en prenant ce rayon 
pour unité ; la somme des carrés des sinus et des cosinus des 
m arcs, est donc égale à m; par conséquent chacune de ces 


1 
deux sommes est égale à — m. 


Le) 


3° Proscème. Calculer le rayon d'un cercle tangent à trous 
droites données. ; 

Si nous supposons que les trois droites se coupent deux à 
deux , il y aura quatre solutions. Considérons d’abord le cercle 
O inscrit dans le triangle ABC (Jig. 125), formé par la ren- 
contre de ces droites; désignons par a, b, c, ses trois côtés, 
par S sa surface et par R le rayon du cercle inscrit; on aura 


! 


$ — AOG + BOC + BOÀ = = 0R += aR +2 R; 
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Vo: Rio 25 _2Vp@p—a)@ NE ITEe 
dou ca re 


yet es (p—c). 


Semblablement, on aura pour le centre 4 À 


$ — AO'G + BO'A —BOC= = bR'+ ch —{ an; 


, ha p (p— D) (p—c) 
d’où R ana VAT) 


On aura de même pour les deux autres cercles O", O”, 


R 24/6965 et Rve4/20—9 6° (p—c) 
s pre C 4 p —b 


1 CororLarRe. Si lon multiplie entre elles les valeurs de 

ces quatre rayons, on trouvera 
RRRR = p(p—a)(p—b)(p—0)=S$. 

Le produit des quatre rayons des cercles tangens à trois 
droites qui se coupent deux à deux, est donc égal au carré 
de la surface du triangle déterminé par ces trois droites. 

2° CorocLarRr. Si lon suppose que les deux points B,C, 
restant fixes, ainsi que la direction BA, le point A s'éloigne in- 
définiment, les deux droites BA, CA, tendront à devenir paral- 
Ièles, cherchons ce que devient la formule qui donne le rayon 
R, quand CA devient parallèle à BA. Menant la perpendiculaire 
CD à AB et faisant CD—}h, BD— 24; les quantités a,h,4, B 
seront constantes. Les variables D, c, s'approcheront de l'infini, 
mais leur rapport aura l’unité pour limite, car 








Dre D 2 2 b? ME ee? + 2 Te 24 
ont 7 En RIT 
Or, 
n-2 28 __ V/(a+b+c)(a+b—c) (a4-c—b)( (6+c—a) 


aFb+c— SIA b EC) OUR 


RE em MS AU 0 so CL 





ne + MED LIN 


| ini | ( 310 ) 
Re mplaçant Bb? par sa valeur °c? — 2cœ + «*, il vient 
VS TS Lee or — 2ca a + 2ac) (a? ac) (a — het L oac + + 268), 
"o(a+ Ta) (UN 


Divisant chacun des facteurs sous le radical par c , ainsi que 


R=— 











| Ru à A b 
le dénominateur, puis faisant c infini, et observant que pa se ré- 


duit à 1, on trouve 


R=; V/(2a — 2) (2a aa) + V/a—. 

Ce qui donne pour R la moitié de la perpendiculaire AD; 
comme on pouvait le prévoir. 

4° Procème. (Fig. 124). Trouver l'expression du rayon du 
cercle circonscrit & un triangle ABC, dont les côtés a, b, e sont 
donnés. 

Soit R le rayon du cercle dobeett O. Abaissons la perpen- 
diculaire BD à AC, tirons le diamètre BE et joignons EC; 
les triangles semblables BAD, CBE donneront 


_ abc 
2b X BD 
Or b X BD est le double de l'aire du triangle ABC; done 


BD''c ia 2h dou KR 


M abc 
&Vp p—&) (p—b) (p—c) 
5° Progrème. (Fig. 195). Zrouver les deux diagonales 
d'un quadrilatère inscrit ABCD, en fonction de ses côtés 
#b Di c,64 | 
Désignons par x et ÿ les diagonales BC, AD; les deux angles 
B et CG étant supplémens l’un de Pautre, leurs cosinus sont 
égaux et de signes contraires ; on a donc 
ET = (, d'où 
2cd ? 


2ab 


\ 


y* (ab+-cd) —cd (a+) + ab (c°4-d?) = (cb4-da) (ca+-bd), 


ét par suite y —= ANGETOIE Je Fes na bd) 


(31) 


es cosinus des angles À e donnéeraient semblablemen 
L d gles À et D à ent semblabl t 


PEN (ab + cd) (ac + bd) 
Has ad + bc. 





1° Cororraire. En multipliant entre eïles ces valeurs de x 
ety ,ontrouve | 
zÿ = @c + bd. 
Ge qui fait voir que le rectangle des diag'males d'un quadr:- 
latère inscrit est égal à la somme. des rectangles des côtés 
opposés. 


2° Coroczaine. En divisant Puné par Pautre les deux TS 
expressions, on obtiendra 


T __ ab +. cd 
sde _. ad L'bc” 
d’où il résulte que we deux diagonales d'un quädrilatère 
inscrit sont entre elles comme les sommes desrectangles des côtés 
qui partent des extrémités de chacune d'elles. 
G° Progrème. Étant donnés la surface èt le périmètre d'un 
triangle rectangle , trouver ses trois côtés. | 
Soient a son ne Ai m°? sa surface , x P bypoténe userebÿ; 2, 
les deux autres côtés. On aura FH 


T+#+y+2—=a, Y2 5m", ÿ Has 
La première équation donne 
4 y+2) = (ax) ,d'où A — Am. 


Ou aura donc , en vertu de Ja iroisième équation , 


| 148 4 1: : on 
A =(a—x)4m; d'où x=-q-m—. 
2 a, 


Pour trouver } et 3, On remarquera qu'on Con ii leur 
om® 

SOMME a — L “5 + ——— , et leur produit 2m’; y. ta soht done 
& 


21m° 
racines de léquation# — { - HT es LE he 272 0% 


( 312 ) 


et par conséquent leurs valeurs sont 


a m? Las a m4 äm* 
PA LA 2 AE Lee era a : 


7° Prosrèmx. Étant donnés le périmètre et la hauteur d'un 
triangle rectangle , calculer ses côtés. 

Soient, x l’hypoténuse, y et z les deux autres côtés, 4 la 
hauteur donnée et a le périmètre. On aura | 





THy+z=a, hx—yz, x —y +2. 
De la première équation on tire 
YHz=(a—x); d'où y +2=(a—x) —2yz=(a—x) —2hx ; 


et en vertu de la troisième il vient 


2 


a 
2(a+ x) 
Connaiïssant x, on en déduira facilement y et z, puisque leur 
somme est a—x et leur produit Ax. 
8° Prosièmr. Étant donnée l'hypoténuse D d'un triangle 
rectangle ; ainsi que la somme a des deux autres côtés-x, Y, 


et de la hauteur z, trouver les inconnues x, y, z. 
Les équations qui détermineront les inconnues x, y, 2, sont 


(a—x)—0hx=x, d'où x— 


Dep yza,; b2—=xy, x by — 0. 
La premiere équation donne 
(+ y} = (@—2); d'où x°+y— (a—3z) —2bz, 


et d’après la troisième équation , il vient 


.(a— 2} —2bz—b; d'où z—a+b+4y2ab+ ob. 


Il est évident qu’il ne faut prendre que le signe inférieur du 
radical, puisque la hauteur z est nécessairement plus petite 


que a + b. 


Connaissant z, on déterminera x et y dont on connaitra la 


“(3187 
somme a—2 et le produit dz; de sorte que x et y seront 
racines de Péquation 
P4L(b— 4 2ab + 2b°) t+b% + ab —b V/ 2ab + 2b°=0. 


Si l’on avait cherché l’équation finale en x , le calcul aurait été 
beaucoup plus compliqué. On aurait tiré des deux premières 


Li), 
b+zx. ? 


et reportant dans la troisième , on aurait obtenu léquation 


xt + 2bx° + Dax — cb°(a + b)x + ba? — b?) = 0. 





Son premier membre se décompose en deux facteurs du se- 
cond degré, qui , égalés à zéro , donnent 


(1)... + (b4y/oab+ab)rbLabtbV aub+2b—0, 
(2)... .x°+(b—V 2ab+42b°)x4b+ab—bV 2ab42b°— 0. 


Les deux racines de l'équation (1) étant négatives, doivent 
être rejetées ; les racines de l'équation (2) expriment les valeurs 
de x et y, puisque ces deux dernières quantités entrant de la 
même manière dans les équations données , auraient conduit à 
la même équation finale. On voit que l’équation (2) est pré- 
"cisément celle que le premier calcul a fournie. 

9° Progrème. Connaissant la sommt a des deux côtés x, 
y, de l'angle droit, et la longueur h de la perpendiculaire 
abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse z, trouver 
les trois côtés x,y,z. Ona 


GE z yann). dy he, (SL 2 y 2". 
Les deux premières équations donnent 

D? ÿ° = a? — 2hz. 
Egalant les valeurs de x° +”, on obtient l'équation finale 


= — 90hz, 
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qui donne 2=— h LR % a! 
car Z doit être positif. 


z étant connu , les équations (1) et (2) foat voir que x et y 
seront les racines de l'équation 


Lo at + h3 = 0. 


Si Pon avait cherché l'équation finale en x, on aurait tiré 
des équations (1), (2), les valeurs 


= ax A Cr 2 
228 L'AR Ans 





? 


qui, reportées dans (3) , auraient conduit à 
De DGA 4 (9e 2h) 2 mu DO T = CRE 0 ; 


équation qui se décompose dans les deux suivantes : 


(ER Re ax + hVhR Leo, 
(5). at ax — he —o. 


- 


Or, des deux racines de Péquation (5), Pune est négative 
(puisque le dernier terme est négatif}, et autre est positive et 
plus grande que a (puisque la somme des racines est égale au 
coefficient a); ces deux racines doivent donc être rejetéess on 
ne doit donc prendre que les deux racines de l'équation (4), 
elles font connaitre à la fois x et y, puisque ces inconnues en- 
trent de la même manière dans les équations primitives. Cn 
voit que cette équation est la même que celle en £ qu'avait 
donnée le premier calcul. 

10% Prosrèmr. Trouver les trois côtés d'un triangle- rec- 
tangle, connaissant la somme a de ces côtés, et la somme b de 
la hauteur et de l'hypoténuse. 

Soient, x l'hypoténuse , y et z les deux autres côtés, et À la 
hauteur , on aura les équations 


T+y+r=a, 2+h=b, hx=y2, +2 = x, 


LS 


(825: } 
La 1'° et la 3° donnent 


+= (ac) ee 2h; 
d’où , au moyen de la 4°, on tire 
(a—x)—0hx=x", ou a—2ax—2ht=0; 


équation qui, jointe à la 2°, donne 


x—!(a+b+ V/b2+oab—0) : | —!(b—at ÿ/b+2ab—0) L 


Mais b étant nécessairement plus petit que @, le radical ne 
saurait être pris avec le signe supérieur , parce qu’alors À se- 
rait négatif, chacune des inconnues x, À , ma donc qu’une seule 
valeur. Quant à y et z, on connaït leur somme a — x et leur 
produit x; ils sont donc racines d’une équation du second degré 
dont les coefliciens sont connus ; 6n aura donc deux valeurs pour 
chacune de ces inconnues; mais comine elles entrent symétri- 
quement dans les équations, cette équation du second degré 
aura y etz pour racines, et le problème ne sera susceptible que 
d’une seule solution. 

Si l’on avait cherché l'équation finale en y ou en z, on leüût 
trouvée du quatrième degré, et on eût ramenée au second, 
comme dans les problèmes précédens. 

11° Progcème. Etant donnés, le périmètre, l'angle À et la 
surface d'un triangle, déterminer ses çôtés. 

Soient x et y les deux côtés qui comprennent l'angle À, et z 
le troisième côté; désignons par a le périmètre, et par 6? la 
surface du triangle; les conditions données fournissent les 
équations 
x? A 22 

2xÿ 


Reportant dans la 2° équation la valeur de zy tirée de la 3°, 
on parvient à 





z+y-+z=a, cosÂ— » xysinA == 207. 


2 
LH Y — 2 0 SNA 
sin À 


( 316 ) 
La 1'° équation, combinée avec la dernière, donne 


a | a AC? 
E: + y = (a — 2) — 227 = (a — 2) — Te 





Egalant ces deux valeurs de x? + y*, on trouve 


2 
Su PS 1 + cos À 
R a sin À 


D 


Or, sinA—osin;AcossA, cosA—2cos iA—1, 





1 + cos À 2c0s° + k 
donc a = CN L À. 
sin À 2 sin + À cos + À ke 
a ob? 
Donc 3—= — — — cot+A. 
2 œ 


On en déduira facilement les mconnues x et y, car on con- 
2b? 


nait leur somme a —z et leur produit ——. 
sin À 





19° Progcème. (fig. 126). Dans un ansle donné XAY, mener 
‘une droite minimum MN, telle, que le triangle AMN soit égal 


à une surface donnée m°. 
Soient MN=z, AM=x, AN=7Yy; 
on aura 2x y — 2x ÿ cos À. 


L’aire AMN ayant pour mesure :xysinA, et devant être 
égale à m°, il sensuivra 
/ 2 
\ m* cos À 
1ySMmAre Dm; dou \er<t, 3 — — : 
Y ; 5 sin À 








Pour trouver le minimum de 4°, on égalera à zéro sa dé- 
rivée, et remarquant que la dérivée du produit constant xy 
doit aussi être nulle , on aura les deux équations suivantes, dans. 
lesquelles x est la variable indépendante, 

(4 — * / ns - 
VÉMEY —0, 27 -#2yy —0; : 
y 2 
d’où f=e , et par suite 27 — -— —0; 
4  É: ) fi à T° ? 


| 


(317) 
ce qui donne CN ou VX Y; 
L $ CAE: 0 
car , le produit xy étant positif, x et y doivent être de mêmes 
signes. | 
L’équation _ xy sin À — 2m? devient 


À 





: 2 
ND A=SOMS dou TE my 


sin A 770 
15° Prorcème. (Fig. 197). Etant donnés un angle OBV, et 


un point À sur le côté OB, inscrire dans cet angle une droite MN 


d'une longueur donnée , de telle sorte que l'angle MNA soit égal 
a OBV. 


Soient MN—a;, AB—b, BN=r. 
Les deux triangles semblables, BAN, AMN, donnent 
MAG DANAN 0 d'où an= ©, 


Mais on à d’ailleurs 





2 


AN—AB-+BN—2ABXBN cosB, ou AN—b°4 x" 2bx cos B;, 


ab? 


LS 


donc 





— b?L x? — obx cos B; d’où 
2 


xt — 2b2$ cos B + b°x° — ab? — 0. 
Cette dernière équation fournit toujours une valeur réelle 
positive de x. 
14° ProBrèmMe. (Fig. 198). Trouver les côtés x, y, z d’un 


triancle, sachant que ces côtés et la hauteur h du triangle 
forment la progression arithmétique 


+ MNAUAUR 


Cette progression donne 
Gi)... 2y=x+z, 22—=y+h. 
Or, AD= Va, BD= Vy—#,AD+BD=&; 


(318) 
. donc (2}:: 22 Vache y — h2. 


Une des inconnues æ, y,23, h reste arbitraire, car on n’a 
que les trois équations (1) et (2), entre ces quatre inconnues. 
Les équations (1) donnent 


Y=23—h, x = 33 — 2h. 


Reportant ces valeurs dans l'équation (2), elle devient 


V' G2— 2h) — RP + (23 — RP RE — 3. 


Si l'on fait successivement disparaître les radicaux, on trou- 
vera 


Oh? — 48zh° + 882°h — 4828 — 0. 


Cette équation renfermant deux inconnues 2, 4 ,on peut assi- 
guer des valeurs arbitraires à lune de ces inconnues ; l’autre in- 
connue dépendra d’une équation du troisième degré, qui aura 
toujours une racine réelle positive. Le a oblème admet donc 
toujours une infinité de solutions. 

15° Proprème. ( Fig. 129). Etant PREREE la base AB d'un 
triangle ‘ABC, et une droite MN sur laquelle se trouve le 
sommet inconnu C; sachant de plus que la base est moyenne 
arithmétique entre les deux autres côtés, résoudre le triangle. 

Concevez la perpendiculaire CD à AB ; soient F le milieu de 
AB, et E le point où AB prolongé rencontre MN. Faisons 


AB— a, FE—=0b, BC—AB— x. 
Nous aurons BC—=a<+x, et AC—a—x, 
puisque a est moyenne arithmétique entre CB et AC. Mais 
SR NES 
Dan rte 
donc - 
FD=ax, phone CD —V CB DE = 3a — 3x, 
Or CD = DE X tang E. 


( 319 ) 
. Substituant dans cette dernière équation les valeurs précé- 
dentes de DE et de CD, il vient 


V5 a 3x — (b— 2x) tang E. 
Elcvant au carré, et faisant tang E —m, on trouve 


(1)... (Gm?45)x° — 4bm°x + (n°0 — {À æ&) —0; 


ce qui donne 


Met 2bm° + a. Via + 2 D 3m°a — 5m°b? 
Em + 3 


Pour que x soit réel, il sufhit et il faut que 
Ÿ @ = Bm°a% — 3m°b° ne soit pas négatif. 

Quand m°b* >> # a, les deux racines de l’équation (1) sont 
pusitives, et le problème admet deux solutions. 

Lorsque m°b*= © a, une des valeurs d’x est nulle , et déter- 
mine pour ABC un triangle équilatéral. 

Enfmn , quand m°b° << £a° , Péquation (1) n'ayant qu’une seule 
racine positive, il n’y a qu’une solution. 

16° Prosième. (Fix. 130). Etant donnés les angles, le 
périmètre et la surface d'un trapèze ABCD , trouver ses côtés. 

Soient, a le périmètre ,et b° la surface du trapèze; désignons 
AB par x et BC par y, nous aurons 


CE:y:':smBisinE, et BE:y::sinC:snE; 


do, en représentant par m et r# les rapports connus de ces 


sinus, CE = my, BE = ny. 

Désignant de même par p et q'les rapports connus de 
AD à EA et de ED à EA, et remarquant que AE = x + ny, 
on aura 


AD — plx+ny), DE = q(x+ny), CD= q(x+ny) — my. 


Faisant la somme des quatre côtés da trapèze, l’égalant à a, 
et posant 


1+p+qg=e, 1 + pn+qn— me, 





( 320) 
on parvient à 


ax +6y —a. 


De plus, les triangles EAD , EBC , ayant leurs angles donnés, 
il est facile de construire un triangle qui leur soit semblable, 
et d'en déduire le rapport qui existe entre lun quelconque 
d’entre eux, et le carré d’un de ses côtés. On peut donc regarder 


ea 
comme connu le rapport r de EBC à BC, et le rapport s de 


EAD à ÂË; ce qui conduit à 
BOT BC— ryÿ°, EAD =s X Ale x+ ny). 


La surface du trapèze étant la différence de ces deux triangles 
et étant égale à b° , il en résulte l’équation 


(x°+onxy+n°y")s—ry"=b?, ou (n°s—r)y*+onsxy+sx—b?, 


qui, jointe à ax + 6y — a , déterminera les valeurs de x et y. 
17° Proscème. (Fig. 131). Par un point B donné sur la 
ligne qui divise l'angle droit Y'AX en deux parties égales, 
mener une droite BMN telle, que la partie interceptée entre ces 
droites soit d’une longueur donnée 2a. 
Soit x la distance du point B au milieu de MN, et b la per- 
pendiculaire abaissée de B sur AY"; les deux parallèles AM, BC, 


donnent 


AM : BC :: MN : BN, ou AM : b :! oa : x Ha, 
ANR AC MN 2 BM, : où LAN: LD OM VER 
De plus, AM + AN = MN — 4a?. 


Remplacant AM et AN par leurs valeurs, déduites des deux 
proportions , on parvient à l’équation 


SES 2 2 n2 ACTE SEEN RTE 
xt — (a? + b)x? + (a — ob) — 0, 
qui donne , en rejetant les valeurs négatives de x, 


Aie Va: Me BE bt+ hab. 


% 


C3) 

Ces deux valeurs de x seront réelles si l'on a 
SHP>Vb+iab, où © >b; 
c'est-à-dire, si la ligne donnée 2a est plus grande que la per- 
pendiculaire KH menée à AB par le point B, et terminée 
aux côtés de l'angle Y'AX. Quand cette condition est remplie, 
il ÿ a quatre solutions, dont deux sont comprises dans l’angle 
Y'’AX., et les deux autres dans chacun des angles droits adja- 
cens. Lorsque a*— ob°, les deux premières solutions se rédui- 
sent à une seule. Quand a* << ob* , il n'y a que les deux solu- 

tions comprises dans l’angle YAX et son opposé au sommet. 


Connaissant x , on construira AM ou BM , et on en déduira 
immédiatement la direction BN. 


Le problème se résoudrait de la même manière si angle 
donné n’était pas droit. 


18° Proscème. (Fig. 132). Mener par deux points donnés 
À ,B, un cercle tangent à un cercle donné F. 

Soit C Le centre du cercle cherché, et E le point de contact ; 
abaissons sur la droite indéfinie AB les perpendiculaires CD, 
FG; menons FK parallèle à AB , et prolongeons DC jusqu’à 
sa rencontre H avec FK. Faisons 


Ada Eh SG SC ER Sd CD 2 
nous aurons 
CH=c—x, CF—FH+CH— 8 + (c— x). 
Mais les cercles se touchant extérietrement en E , on a 
CF=d+CE= d+CB=d+V/a + x. 

Done b+(c— x} = a+ x + dd + odV a +2 : 
d'où odV'@ + x = D + c— @ — d° — 2cx. | 

Eleyant les deux membres au carré , et faisant......,.. 
BH c— @ — d& —om?, il vient 

(d2— c°)x? + om°cx — ad — m—o; 


A1 


© [ 


(322) 


— m°c € V/mtd + a°c°d° — d'a° 


> À 1 
d'où æ—= SE 





Mais si lon avait considéré un eercle tangent, dans l’intérieur 
duquel se seraït trouvé le cercle F, il n’y aurait eu de différence 
qu’en ce que lon aurait eu 


CF—=CB—d, au lieu de CF— CB d; \ 


et comme d n’entre dans x qu’au second degré, il s'ensuit que 
ces deux valeurs de x conviennent l’une au contact intérieur, 
l'autre au contact extérieur. 

Les élèves discuteront cette formule , et reconnaïtront facile- 
ment dans quel cas elle est réelle ou imaginaire, positive où 
négative , et quelles sont les circonstances géométriques corres- 
pondantes. 

19° Proscime. (Fix. 133). Etant donné un point lumi- 
neux À, d'où partent des\rayons divergens, qui viennent 
frapper une surface sphérique réfringente VB, dont le centre 
est C, trouver le point où chaque rayon lumineux réfracté ren- 
contre le diamètre de la sphère qui passe par le point lumineux. 

La réfraction est la déviation que subit un rayon de lumière 
en passant d’un milieu dans un autre. On sait que le rayon in- 
cident et le rayon réfracté sont dans un même plan avec la 
normale menée au point où ils rencontrent la surface qui sépare 
les deux milieux ; et que les sinus des angles qu’ils font avec cette 
normale sont dans un rapport constant, quelle que soit l’incli- 

* maison du rayon incident sur la surface. 

Cela posé, soit AB un rayon incident, qui se réfracte sui- 
vant BD. Abaissons BG ,\CE, CF, perpendiculaires sur les direc- 
tions AD, AB, BD. 

Silon fat. AG= a, DG=r,:CG=d,/CDaz, 
on aura 


AG=a— d, BG=Vr— dd, 
AB=V(G@a—dP+r—d= Ve —oad+r. 


( 525.) 


Or, pi 73 PE : F3 Es LA 
CA — AB CD — BD 
On en déduit ° 
ar —d 2 d 


CE = © — D ARC Tr TE 
Vr—d+(d+z} Vr<od+ir 


et , comme on connaît le rapport des sinus des angles d’ineidence 
et de réfraction, on peut poser 


GE 
TN SE 
ce qui donnera, en substituant les valeurs de CE et de CF, 
af Vr—d. . azWr— ds 





V/a — cad + B V/2° + 2dz + Fe 


Supprimant le facteur commun a V/r— ; ct élevant le 
résultat au carré, il vient 


G)...f°(2 + 2dz + r°) = 2° (a°— oad + 7°}. 
Faisant @—2ad+7r—f#—m*, équation (1) donne 


= = (df EVE + mp). 


On connaîtra donc z ou CD; cé qui résout le problème. 


21, 








APPLICATION DE L’ALGÈBRE 
DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES PLANS. 


231. 1° Progrème. (Fig. 134). Éraxr donnés un point À et 
une droite YY', trouver le lieu des points M, tel, que le rapport 
de leurs distances au point À et à la droite YY', soit celui de 
m à n. 

Prenons Y Y’ pour axe des y, et la perpendiculaire XAB pour 
axe des x; abaïssons la perpendiculaire MP sur BX ; nommons x”, 
y’, les coordonnées du point M, et faisons AB — D ; nous aurons 


# 


#AM:MP::m:n, ou Vy= Ab a Saute nie ins 
d’où ny? + (n° — m°)x'"?— on°bx" +, nb = 0. 


Le lieu géométrique demandé sera donc une ellipse, une 
parabole ou une hyperbole , selon que lon aura 


RAS ES NES UN 


La droite YY” se nomme la directrice de la courbe. Dans le 
cas de la parabole, tous les points de la courbe sont également 
éloignés de cette droite et du point F; on reconnaitra facile- 
ment que ce point en est le foyer, en remarquant que l’équa- 
tion se réduisant alors à y*—9bx + b°—o, devient, en 
transportant l'origine au milieu de AB, y*— 2bx = 0. 

Dans le cas de Pellipse et de l’hyperbole , on verra, en cher- 
chant la position du centre et la valeur des axes, que le point 
A est un des foyers de la courbe, et que le rapport de m à n 


€ : a \ 
est —,en appelant 2c la distance des deux foyers, et 2a le 


grard axe ; et enfin que la distance du point B au centre est 


( 325) 
ce? + È À : \ 
ni d’où il suivra que , dans l’hyperbole , la directrice est entre 
le centre et le sommet, tandis que dans l'ellipse , la directrice 
est en dehors. 
On reconnaïtra de plus qu’en faisant varier la position rela- 
tive du point donné et de la droite donnée , ainsi que le rap- 


m À 
port —, On pourra obtenir toute courbe donnée du second de- 


gré , pourvu qu’elle ne soit pas un cercle. 

Il en résulte que toute ellipse, ou toute hyperbole , a deux 
directrices qui passent par les deux foyers, et que toute para- 
bole a une seule directrice qui passe par le foyer. 

On pourrait prendre la question d’une manière inverse, et 
se proposer le problème suivant, que nous nous. dispenserons 
de résoudre. 

2° Progième. D’un foyer d’une courbe du second degré, on" 
mène un rayon quelconque à la courbe, et par son extré- 
mité une parallèle à l'axe qui contient ce foyer , de telle sorte 
que le rapport de ces deux lignes variables soit constant. On 
demande le lieu des extrémités de la parallèle à l'axe, pour 
une valeur donnée du rapport, et quelle valeur 1l faudrait 
donner à ce rapport pour que le lieu füt une ligne droite. 

3° Prosrèmr. Trouver le lieu des intersections de deux tan- 
gentes à une ellipse, qui se meuvent de manière d’étre toujours 
parallèles à un système de diamètres conjugués. 

Soient x’, y’ et x", y", les coordonnées des deux points de 
contact, et a°y° + b’x?—"'a?b* l'équation de lellipse; les équa- 
tions des tangentes seront 


(1)... yy"Æbax'=ub?, (2). .æyy" + bxx"—= ab?. 

On aura en même temps 

(3). ay? PER Gp", 1 (AY. ay br" ab? 

De plus, ces tangentes devant être parallèles à deux dia- 
mètres conjugués, le produit des tangentes trigonométriques des 


b? 


angles.qu’elles font avec l'axe des x, doit être égal à — ma ce 


"{ 526 ) 


, qui donne 
lit ef paie 
DEY — ms OU (5)... xx" ay'y" = 0. 


Désignant par x, y, les coordonnées du point de rencontre 
des tangentes , elles satisferont aux équations (1), (2), de ces 
droites ; et pour avoir une équation où ces coordonnées soient 
les seules variables, ce’qui sera l'équation du lieu demandé, il 
sulira d'éliminer 2°, y" ,x",y”, entre les cinq équations pré- 
cédentes. | 

Pour simplifier cette élimination, on observera qu’il suffit de 
trouver l’expression des produits x'x", y‘y", en fonction de x 
et y, et de les reporter dans l'équation (5). Eliminant d’abord 
3’ entre les équations (1) et (3), il vient | 

(6)... (ay br )x 3 20°bxx af (b?— y°) — 0. 

Or; l'équation en x”, résultant de l'élimination de y” entre 
(2) et (4) ,eùût été la même; les deux racines de l'équation (6) 
expriment donc z'et x”; de sorte que 

a | 
(EN ee à Lo A 
| a?y? + b°x* 





Mais, si lon change les x en y, et b en a, et réciproque- 
ment, les équations primitives ne changeront pas; il en sera de 
même de tous les résultats de leurs combinaisons; et ce chan- 
gement fait dans (6), donne 

(8)...yy"= Éd na 
z'+ ay 


f _ 1 


Reportant les valeurs (7), (8), dex'x" et y'y", dans l'équation (5), 
on trouve que l'équation du lieu géométrique demandé est 


qy° + b°x? — 20h. 


Ainsi, ce lieu est une ellipse ayant pour axes aÿ/2 et bÿ/2, et 
par conséquent semblable à la proposée , puisque le rapport 
des axes est le même. 

On pourra résoudre le même problème pour l’hyperhole. 


| (327) 

4° Proscème. Trouver le lieu "Mes intersections de deux 
tangentes à une ellipse , qui se meuvent de manière à faire 
constamment un angle donné, dont la tangente trigonomé- 
trique est m. 

Soit ay? +-bx= ab, l'équation de l’ellipse donnée; si 
nous désignons par p',p", les tangentes trigonométriques des. 
angles que font avec l’axe des x les deux tangentes à Pellipse, 
on aura la condition 


I! s’agit d'exprimer p°et p°, en fonction des coordonnées du 
point de rencontre des taugentes. Cherchons donc une équation 
qui ait p'et p” pour racines. Soit pour cela l'équation d’une 
droite quelconque | 


VE DU 


en cherchant son intersection avec l’ellipse, et exprimant que 
les deux points d’intersection se confondent en un seul, on trouve 
la condition 


Bmx 2 2 
(a): 409% afp? de G% 
Désignant par x”,y' les coordonnées du point d’où lon fait 
partir cetle tangente , on aura 
PA AN ù 13 RON 2e à , 
=pz +q; d'où -q—=y'—px. 
Reportant cette valeur de q dans l'équation (2), il vient 
ft s 
dE) 8,9 PRE ALS 2 2 
… Y°+ Pr" —2pr'y —=ap+ b?, 
ou . p(a?— x?) + epz'y" + b—y2— rs 
Les deux valeurs de p tirées de cette équation, exprimant p' etp” 
on en conclura, d’après les propriétés connues des racines, 


VTT 


Q° — ZX 


D ue MORE 
b2x"2 A 2 ab? 
ee 


f2 


“La b— y"? 


Par Q°— x"2? 











et p—p'= 


Reportant ces valeurs dans l'équation (1),-on aura pour Péqua- 


( 358 ) 
tion du lieu cherché ee 








Chassant le dénominateur et élevant les deux membres au 
carré, on trouvera une équation du quatrième degré, qui con- 
viendra aussi bien à — m qu’à +- m, puisque m n’y entre qu’au 
carré. Cette équation déterminera donc les deux courbes fer- 
mées, relatives au cas de angle donné, et de son supplément. Ces 
courbes ne peuvent être données par des équations rationnelles 
séparées, parce que Que trouvée du quatrième degré, 
ne peut se décomposer en deux équations rationnelles dut se= 
cond degré. 

Remarque. Lorsque l’angle donné est droit, m est infini, le 
dénominateur a+ b?— 7°°— x"? est donc nul; ce qui donne 
pour le lieu cherché, y° + n: — a? + b*, équation qui repré- 
Sente un cercle concentrique à lellipse, et ayant pour rayon 
Var. 

On ferait le mème calcul pour Phyperbole. 

: Quant à la parabole , on trouvera pour lieu géométrique une 
hyperbole dont les deux branches seront déterminées, l’une 
par l'angle aigu des tangentes, l’autre par Pangle obtus supplé- 
mentaire. Cette hyperbole se réduira à la directrice , quand 
l’angle donné sera droit. 

5° Progcèmr. (F9. 155). Par deux points donrés B,G, on 
mène deux droites BM , CM, telles, que l'angle MCB soit double 
de MBC. On demande le lieu des points M. 

Prenons le milieu À de BC pour origine, BCX pour axe des x, 
la perpendiculaire AY à BX pour axe des yet faisons BC — 24: 
Les équations des deux droites CM, BM, seront 


; (ee y—=m(x— a), (2)... y = n(x+a). 
La tangente de Pangle MCB sera — m , et celle de MBC sera n. 


2 tang « on 


Or, tang 24 — 








—: donc: (5)... —m— à 
1 —tang’e ? ( ) ls fi* 





Eliminant m et n entre les équations (1), (2), (3), et obser- 
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vant que x et y, considérés comme les mêmes dans ces équa- 
tions, représentent les coordonnées du point de rencontre M 
des deux droites, on trouvera que léquation du lieu cherché, 
se réduit à | | 

Y(y° — 3x? — 2ax + a) —0. 
Le facteur y égalé à zéro, donne pour lieu l'axe des x; et en effet, 
quand la droite BM prend la direction BX , l’angle MBX devient 
nul, angle MCB qui en est le double, se réduit donc à zéro; la 
droite CM est donc aussi appliquée sur l'axe des æ, et tous les 
points de cet axe seront communs aux deux droites. Cet axe sera 
donc un des lieux qui satisfont à la question. 

Il y a encore un autre lieu donné par l'équation 


Yi 52 — 94% +00, 
qui représente une hyperbole. On Na son centre O, en 
portant sur AB une quantité AO =; a. Prenant le point O pour 
origine, Péquation deviendra 


4 
PTS En Tte n° 


et Fhyperbole sera rapportée à ses axes. On aura les deux som- 


: Ar 00 2 
mets en portant, à partir de O des abcisses, = > 


Hs; 
ses asymptotes feront avec laxe des x, des angles ayant pour 


d'y eë 


tangentes trigonométriques + 4/3. 

La condition géométrique proposée ne donne la construction 
que d’une seule branche de Phyperbole. 

On aurait pu calculer d'avance le point où cette branche 
rencontre laxe des x, en posant la proportion 


BM : MC :: sin MCB : sin MBC :: 2cosMBC : 1. 


Faisant converger l’angle MBC vers zéro, le rapport de BM à 
MC tend vers celui de 2 à 1, et comme le point M se rapproche 
indéfiniment de laxe des x , on obtiendra le sommet en parta- 


, ” 


LE 
geant BC dans le rapport de 2 à 1, et prenant CD — BC ; c’est 


aussi ce que donne l'équation de la courbe. 
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Corozzarre On peut en déduire la frisection d'un angle 
quelconque. I] suffit pour cela de décrire sur BC un segment 
capable du supplément de Pangle donné, et de chercher le 
point M de sa rencontre avec Phyperbole; car la somme des’ 
deux angles B, C, sera égale à Pangle donné, et par conséquent 
MBC en sera le tiers. | 

6° Proscème. Trouver le lieu des centres des cercles tangens 
a deux cercles donnés, ! 

Nous prendrons pour axe des x la droite qui passe par les 
centres À , B, des cercles donnés, parce que la courbe devant 
être symétrique par rapport à cette droîte, il n’ÿ aura dans Pé- 
quation aucune puissance impaire de y. Désignons par R et r 
les rayons des deux cercles donnés, par a la distance de leurs 
centres; supposons que À soit le centre du plus grand cercle: 
dont le rayon est R, et qu’on prenne ce point pour origine des 
coordonnées. 

Nous observerons d'abord que le cercle variable peut être 
tangent de plusieurs manières aux cercles donnés , que nous 
supposerons d'abord extérieurs lun à Pautre, sans avoir aucun 
point commun. Ce cercle peut être extérieur aux deux proposés, 
ou les renfermer l'un et Pautre , ou enfin être extérieur à lun 
et renfermer lautre. | . 

Considérons d’abord les deux premiers cas; soient O, O° 
(Jig. 136) les centres, et z, z’ les rayons de deux cercles pris 
dans chacune des deux séries de cercles tangens ; nous aurons 


COAZR+z, OB—r+z; d'où OA—OB—R—7r, 
O'A=z—R, OB—z—7r;, doù O'B—OA—=R—7r; 


ce qui apprend que le lieu des points O est une des branches 
d’une hyperbole dont les foyers sont À et B, dont l'axe qui 
coupe la courbe est R —r, et que les points O’ déterminent la 
seconde branche de la même hyperbole. 

Pour trouver l'équation de cette hyperbole, il suffit d’ex- 
primer les distances OA , OB, en fonction des coordonnées x, 
y , du point O: Mais, 


OA=V'x°+ y, OB=Y/y+(a— x); 
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donc (a es Va +py y + Ga =R Er 


Soit a—(R—r#—«. L'équation (1), débarrassée de 


‘ 


radicaux, se réduit à 


(2)...(R—r) y — ex + aax + = 0. 


Discutons cette équation : 

Lorsque les deux cercles sont extérieurs, on a (R—r)<<a°; 
æ est donc positif, la courbe est donc une hyperbole, comme 
nous Pavions déjà remarqué. 

Quandiles, deux cercles deviennent tangens extérieurement , 
ona a—R—+a; et Péquation (2) se réduit à 


GR — a) y°— Rroe° He Rr(R + r)x — 4R°r° = 


Lorsque les cercles se coupent, on a (R— r)° < a*, et la 
courbe est encore une hyperbole. 

Quand le cercle B est tangent intérieurement au cercle À , on a 
a—R—r, et léquation (2) se réduit à (R—r) y —=0; 
ce qui donne l'axe des x. Et, en effet, les cercles tangens aux 
deux proposés , soit extérieurement, soit en les enveloppant 
Vun et Pautre , auront nécessairement leurs centres sur la droite 
qui joint les “art À et B Ni to leur contact ne pourra ja 
mais avoir lieu qu’au point même de contact des cercles A et B. 

Enfin , lorsque le cercle B devient intérieur au cercle À, 
ona (R—a) >a, et l'équation (2) représente une ellipse. 

Pour expliquer ce changement , il suflit d'observer que , lors- 
qu’on a fait disparaïtre les radicaux de l'équation (1), on a oh- 
tenu le même résultat que si le premier membre eût été leur 
somme au lieu d’être leur différence ; l’ellipse que lon obtient 
est donc celle qu’on aurait eue en posant OA+OB—=R—7, 
et qui ne convient dans aucun cas à la question. Mais ces deux 
courbes ne peuvent être fournies que l’une après l’autre , parce 
que la différence OA — OB doit toujours être plus petite que 
AB, tandis que la somme OA + OB doit être plus grande que 
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AB. On n’aura donc l’hyperbole que dans le cas de R—r<a, 
et l’ellipse dans le casde R—r>a. 
Passons maintenant aux cercles tangens extérieurement à 
lun des deux proposés, et intérieurement à lautre. On aura 


alors (fig. 137), 
OA=z+R, OB—z—7r; d'où OA —OB—R+r. 


Pour le cercle tangent extérieurement a B et intérieurce- 
ment à À, on aurait 


O'B—O'A=R—+7r. 
On obtiendra les deux branches d’une hyperbole ayant pour 
foyers A et B, et dont l’axe qui coupe la courbe sera R+r. On 
observera de plus que pour obtenir l'équation du lieu cherché, 
il suflira de changer r en —r, dans l'équation (2). Faisant 
@—(R+r)—=6, on trouvera ainsi que l'équation du lieux 
cherché est 


(3)...(R + r)°y? — 6x° + Cax — 6 — 0. 


Ce lieu sera une hyperbole si lona R+r <a, c’est-à-dire 
si les cercles donnés sont extérieurs. 

I se réduira à l'axe des x si R+r—a, auquel cas les deux 
cercles sont tangens extérieurement. | 

Enfn,siona R+r>a, c'est-à-dire si les cercles donnés 
sont intérieurs l’un à l’autre, l'équation (3) représentera une 
ellipse, quoiqu’on ait obtenu cette équation d’après une propriété 
caractéristique de lhyperbole. La raison en est que, comme 
dans le cas précédent , la disparition des radicaux a pro- 
duit le même résultat que si l’on avait eu la somme OA + OB 
au lieu de la différence OA — OB; mais dans ce cas-ci , l’ellipse: 
convient à la question, parce qu’elle est déduite de l'équation 
OÀ +OB—R+7r, qui est précisément celle qui se rapporte. 
au Cas que nous considérons. 

7° Proscème. (Fig. 188). Etant donné un angle YAX, 
on demande le lieu décrit par le centre de pravité du triangle: 
ABC, en supposant que l'aire de ce triangle soit constante , ow 
que BC soit d’une longueur donnée. 
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Choisissons AX et AY pour axes de coordonnées. Soit M le 
milieu de BG; prenant AN — AM, le point N sera le centre de 
gravité du triangle ABC; tirons les parallèles MP, NQ à AY , 
et nommons x, y, les coordonnées AQ, QN , de N; nous aurons 


MP—!BA, AP—'AC, y—2MP—IBA, x—AP—'AC; 
d’où ABS AGE 3%. 


Cela posé : 1°. lorsque l'aire ABC reste invariable , le produit 
AB X AC est égal à une constante m°. Ce qui donne 


3yX 3x —m, 


pour Péquation idu lieu géométrique demandé. Cette équation 
représente une hyperbole ayant pour asymptotes AX et AY. 
2°. Lorsqu'on suppose que BC est une constante a , on a 


a — AB L AC — 2AC % AB X cos YAX. 


Désignant cos YAX par b , et remplaçant AB et AC par leurs 
valeurs 5y , 3x, le résultat 


+ x —obry = (sa), 
est l’équation du lieu géométrique demandé. Cette équation 
représente une ellipse rapportée à son centre. L’ellipse devient 
un cercle quand b=o, c’est-à-dire quand l'angle YAX est droit. 
. 8 Progcimr. (Fo. 139). Trouver le lieu des pieds des perpen- 
diculaires abaissées du point fire À, sur une droite BC —a , 
que l'on inscrit de toutes les manières possibles entre deux droties 
XX’, YY’, perpendiculaires entre elles. 
Prenant AX et AY, pour axes des coordonnées, désignant AC 
par æ et BA par 6, l'équation de BC sera 


Ex + ay = a. * 


La perpendiculaire AM abaissée de l’origine A, sur BC, aura 
pour équation ax —(Cy —0, 
et on aura la condition a He — «a. 

Ces trois équations auront lieu pour chacun des quatre 


# 
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angles droits formés en À. Eliminant entre elles les variables 
æ, 6, on obtiendra une équation entre les coordennées x, y, 
du point de rencontre des droites BC, AM, et qui représentera 
le lieu cherché ; elle sera 


(x°?+- y) = GTV 


La génération de ce lieu fait voir immédiatement, qwil se 
compose de quatre branches égales, situées dans chacun des an- 
gles YAX, YAX”, Y'AX, Y'AX’, et symétriques chacune par 
rapport à la droite qui divise en deux parties égales l’angle dans 
lequel elle se trouve; ces branches passent toutes par l’origine. 

Pour reconnaitre sous quel angle la courbe rencontre les axes 


à l'origine, cherchons la valeur de ; et pour cela dévelop- 


pons lPéquation de la courbe, et divisons-la par xf, il viendra 


4 a 
(rh AD + (37° — a°) (2) + 3ÿ*+zx=0, d'où 
(C)= LE TRoui 3y° + V/ (a? LA 3ÿ) — ày: ME (3y° > 2) 
14 DE 12% | F 


valeurs qui pour —o.et yo, donnent 
4 Ses LOL Y = 00 : 
œ x 


ce qui fait voir que la courbe est tangente à l’axe des x et à 
l'axe des y. 

L'équation polaire de cette courbe est très simple, eñ pre- 
nant À pour pôle, et faisant 


AM=R, x—Roos®, y—Rsing. 


Substituant ces valeurs de x et y, dans (1), on trouve que 
l'équation polaire de la courbe se réduit à | 


(2)...R = asm cos y. 


Cest ce que l’on aurait pu obtenir directement en observant | 
que Vona AM=R=ABsin® et AB—acosy; 
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: d’où (2)...R = a sin @ cos 9 = + a sin 29. 


L'équation (2) est plus facile à discuter que Péquation (1); 
on reconnaîtra que le maximum de R correspond à celui de 
sin 2@, quia lieu pour @=}7 et R—+}:a; que la courbe 
est symétrique par rapport aux lignes qui partagent en deux 
parties égales les quatre angles en A. 

De plus , pour chacune des valeurs F 


4% DR Fr dk SUR : LR 
P—O, PET, Ÿ—r, P—Èir, P—2r, 


on trouve R—o; d’où il suit que la courbe commence par 
être tangente à l’axe des x, puis devient tangente à l’axe des y; 
et ainsi de suite successivement toutes les fois que la Courbe re- 
vient à l’origine. | 

9° Prosrème. ( Fio. 140). D'un point donné À, on mène 
à une courbe du second degré deux sécantes quelconques... 
ABE, ACD; on joint deux à deux les points de rencontre avec 


la courbe. Il s’agit de trouver le lieu des points d’intersection 
Met N de ces droites entre elles. 


Prenons AEX pour axe des x et ADY pour axe des y. Soit 


ay + bxy + cx° + dy + ex +f—=0, 


équation de la courbe par rapport à ce système;a, b,c, d,e,f, 
seront des quantités qui varieront quand on passera à deux autres 
sécantes. Faisons 


Abc Abe nv AC SAD EE 
« et «’ seront racines de l'équation 
(Gi)... cx'+ex+f—=o, 
et 8,8" seront racines de 
(2) ... ay + dy +f—=0. 
Cela posé , les équations des droites DE , CB, sont 


Daemon Le. Kb 
rade ARE 


Le. 
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Pour éliminer «&, &’, B, B”, ajoutons ces deux dernières équa- 


tions membre à membre ; il en résultera À 


® (GE + (== 


Mais , « et #’ étant racines de l’équation (1), ona 
ÿ 2 





et ax —", 
C 


ad+a—=— 


O1 


De même, 8 et £ étant racines de l'équation (2) ,on a 


s+e——{ et : ge =. 


a 
Substitua nt ces valeurs dans l'équation (3), elle donne 
dy + ex +9f = 0. 


I] est facile de voir que cette équation est celle de la droite 
pnM , qui passe par les points de contact n, p, des tangentes 
menées à la courbe par le point donné A (*). Cette droite est 
donc le lieu cherché des points M. 

Quant au point N, il est déterminé par la rencontre des 


droites DB et EC, dont les équations sont respectivement 


NL din da ut ER 
GR MEN et ê == 








(*) On se rappellera pour cela que l’équation générale de la tangente au 
point x’,7”, de la courbe ayant pour équation ay?+bxy+cx?+dy-+ex+-f—=0 
est 4 


2ayy/+b(ay +yr)+acra/+ d(y +) Her He) afe 0. 


Or, si par un point &, 6, on veut mener une tangente, on aura entre x’et y” 
Péquation 


2ay! + b'ay!+ Ex!) + 2cax!+ d(É+ y") +e(aæ + x) Hof—= 0, 


qui, en considérant x” et y” comme variables, représente l’équation de la droite 
qui passe par les points de contact. Si mainténant on suppose que le point «, 6 
soit l’origine, cette équation se réduit à dy +ex+2f= 0. 
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Il en résulte que le lieu de tous les points M, N , cherchés 
est la droite pnM , qui joint les points de contact p 7, des tte 
gentes menées du point À, à la courbe donnée. 

Passons à la solution géométrique du même problème. 
Nous commencerons par faire observer que si les sécantes EB, 
DC, au lieu de concourir en un point constant À, étaient pa- 
rallèles à une direction fixe, les rencontres M et N se feraient 
sur la droite qui joindrait leurs milieux, et par conséquent sur le 
diamètre même de ces cordes. Nous allons chercher à ramener 
à ce cas celui où les sécantes concourent au PA donné À, in- 
térieur ow extérieur à la courbe. 

Concevons à cet effet qu'on prenne la perspective (*) de la 
figure proposée sur un plan quelconque, et d’après un point de 
vue arbitraire ; il en résultera un système de lignes disposées de 
la même manière dans une nouvelle courbe, qui sera encore du 
second degré, puisque le cône qui a son sommet au point de 
vue et pour base la courbe donnée, ne ne être coupé par le 
plan de perspective que suivant une courbe du même degré. On 
remarquera de plus que tous les points de rencontre de sé- 
cantes entre elles, ou avec la courbe dans l’un des systemes , 
auront pour perspectives dans l’autre les points d’intersection 
homologues. Or, on peut placer le plan qui reçoit la perspective : 
paralleledéts à la ligne qui joint le point A au point de vue, et 
alors toutes les sécantes ;'au lieu de passer par un même point , 
sont parallèles entre elles; d’où il suit que, dans ce système, 
tous les points homologues à M et N sont en ligne droite, et que 
par conséquent aussi ces derniers sont en Has droite, puis- 
qu'ils sont les perspectives des premiers. Le lieu Ne est 
donc une line droite MN. 

27 ARE: Lorsque les sécantes AE, AD, se rapprochent 





(*} C’est pour abréger le discours que nous nous servons du mot de pér= 
spective. Il suffira de se rappeler que la perspective d’un point sur un plan est 
l'intersection de ce plan avec la droite qui joint le point avec un point con- 

stant qui se nomme Le point de vue, et que la perspective d’une ligne est le 
lieu des perspectives de tous ses points. 


22 
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indéfiniment l’une de léutre, les lignes MD, MC, tres à de- 
venir tangentes. Ce qui fait voir que s2 d’un point quelconque A 
on tire des sécantes à une courbe du second degré, et que par 
leurs points de rencontre avec la courbe , on mène des tangentes 
à cette courbe, la suite des intersections deux à deux de ces 
tangentes sera encore la méme droite MN , que dans le cas gé- 
néral que nous venons d'examiner, où lon considérait des 
sécantes. 

Enfin, pour connaitre la position de cette droite, MN, dans le 
cas où le point donné A est extérieur à la courbe, on supposera 
que la sécante mobile se rapproche indéfiniment d’être tan- 
gente; alors ses deux points de rencontre se rapprocheront Pun 
de l’autre, ainsi que le point d’intersection des deux tangentes 
correspondantes. 

Il en résulte que /a droite, qui est le lieu de ces intersections 
M,N,passe nécessairement par les points de contact nm, p, des 
tangentes menées à la courbe par le point A. 

On reconnaitra facilement que la droite conjuguée d’un foyer 
est la directrice correspondante à ce foyer. 

2° CororvaIREe. On peut conclure de là un moyen simple de 
mener par un point donné À une tangente à une courbe du se- 
cond ÉeBtée au moyen de la régle seulement. On tire de ce 

point deux sécantes ABE , ACD , qui coupent la courbe en quatre 
points B, E, CG, D; on Lact ces points deux à deux par des 
droites qui se COUDONE en Met N; la droite menée par M et N 
coupe la courbe aux points 7 et p de contact demandés. De 
sorte que An et Ap sont les tangentes à la courbe. 

Quand le point donné M ( fig. 141) est sur la courbe, on tire 
une sécante quelconque MB, on prend sur elle un point C, et 
on construit la droite conjuguée UV du point C: cette dernière 

oite contient le point de rencontre des tangentes menées aux 
points M et B. On détermine semblablement la droite conju- 
guée XY d’un autre point D de MB. Le point O de rencontre. 
des droites UV, XY, sera celui où se couperaient les tangentes 
aux points M et B; la droite OM sera donc la tangente cherchée- 

3° Conorraïre. Il suit encore du premier corollaire que si de 
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tous les points d’une droite extérieure à une courbe du se- 
cond degré, on tire des couples de tangentes à cette courbe, 
et qu'on mène des droites par les points de contact des do 
tangentes qui partent d’un même point, toutes ces droites pas- 
seront par un même point. 

Si la droite donnée coupe la courbe, et que pour chacun de 
ses points on cherche la droite conjuguée qui ne sera plus une 
ligne de contact, toutes ces droites passeront encore par un 
même point. 

4° CororraIRe. On peut déduire de ces propriétés un moyen 
de construire par points une courbe du second degré, quand 
on en connaît cinq points, E, B,C, D,F, (Jig. 140). On join- 
dra deux à deux les quatre points E, B,C, D; on déterminera 
ainsi un point À et sa droite conjugée MNG. On tirera la droite 
indéfinie AFH et la droite DF, qui coupera MNG en P; par C 
et P, on mènera une droite indéfinie CK, dont l'intersection avec 
AH fera connaître un sixième point Q de la courbe demandée. 
Considérant ce point Q avec quatre des précédens, on déter- 
minera encore un nouveau point de la courbe, et ainsi de suite. 

Tuéorims. Soit une courbe représentée par l'équation du 
degrém,enxety, 


AY BYE pr once YU 0, 


Le produit des ordonnées (tant réelles qu'imaginaires) cor= 
respondantes à une abscisse quelconque, est dans un rapport 
constant avec le produit des distances du pied de cette ordonnée 
aux points de rencontre (réels ou imaginaires) de la courbe 
avec l'axe des x. 


En effet, pour une abscisse quelconque x, le produit des 


ordonnées sera =; abstraction faite du signe. Mais U est un 


polynome en, x qui peut être mis sous la forme 
U—=K(x—a)(x—b)(x—c)...(x—0, 


a,b,c,...,l, étant les abscisses relatives à y—0. Désignant 
donc par P le produit des ordonnées correspondantes à lab- 
ABS 
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scisse arbitraire x, on aura 


K 

P=r(r—a)(x—b) (mc)... (æ—1); 
| P K 
d’où (1) . PA LAURE NON RE Le CAEN ARTE VE QE A C0 2 27 RUN A 2 = 18 Ye 

WU (x—a)(x—b)...(x— 0) A 

Mais, x—a,x—b,.,, x—{l, sont (abstraction faite des 
‘ signes) les distances du pied de ordonnée aux points de l'axe 
des x, qui ont pour abscisses a, b,c, ..., l, de plus: K et A 
sont des coefficiens constans. Le Eine est donc démontré. 

Si le coefficient A , au lieu d’être constant, était une fonic- 

tion de x, il pourrait se mettre sous la forme , 


AA (x—o)(x—8)...(x—1),. 


et l'équation (1) deviendrait 
a 
(oee ART ru 
(x—@)(x— db)... (x— 0) 

Les quantités x— a", æ—b",..,x—[l", seraient les dis- 
tances du pied de l’ordonnée aux points constans de l'axe des æ, 
qui ont pour abscisses a”, b”, ..., 1". 

1% Cororrarre. Soient deux sécantes ABC, ADE (fig. 140), 
a.use. courbe quelconque du second degré, et deux autresisé- 
cantes A'B'C', A'D'E’, respectivement parallèles à AG et AE; 
on aura 


ABXAC;: ADYXAE:: A'B X AC: AD'KX AT. 

En effet » Concevons qu’on prenne ÀË pour axe des æ, et AG 
pour axe des y; prolongeons la droite CA’ jusqu'à ce qu'elle 
coupe AE en K; on aura, par le théorème précédent, 

AB X AC: AD X AE :: KPB'X KC' : KD X KE. 


Mais semblablement, en considérant les deux axes KC', KE, 
On à 


KB’ x KC’ : KD x KE :: AB'x AC: AD'x AE". 
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Donc enfin 
AB x AC: AD KX AE :: A'B' x AC: A'D'X AE" 


Cette propriété a lieu quelque part que soient pris les points 
À et A, dans le plan de la courbe, 

Si l’on prend pour lun d’eux le point de concours des tangentes 
parallèles aux sécantes, le rapport constant sera celui des carrés 
des portions de tangentes comprises entre le point de rencontre 
de ces tangentes et les points de contact. 

Si la courbe à un centre, et qu’on mène Îles sécantes par ce 
point, le rapport constant sera celui des carrés de ces diamètres. 

2° CorozzarRe. Si par un point donné À (fs. 142}, on lire 
une droite qui coupe une courbe du second degré en deux 
points B,C ,et qu’on propose d’en tirer une seconde ADE, telle 
que les deux produits AB X AG, AD X AE, soient égaux, il 
suffira de mener la droite AE de manière à ce qw’elle forme avec 
un axe de la courbe le même angle que AC; car alors les tan- 
gentes parallèles se couperont sur cet axe et seront de même 
grandeur ; le rapport de leurs carrés sera donc l'unité, et par 
conséquent les deux produits en question, qui ont entre eux 
le même rapport, seront aussi égaux. | 

Tnéorème. (Fig. 143). Si d’un point quelconque d'une di- 
rectrice,on mène deux tangentes à une courbe du second degré, 
et qu'on abaisse du méme. point une perpendiculaire sur la 
droite qui joint les points de contact, la rencontre de ces deux 
dernières droites aura lieu au foyer F de la courbe. 

En effet, tirons par le foyer F deux sécantes quelconques 
MP,QN, les droites NM, PQ, prolongées se rencontreront en 
un point S de la directrice, qui est la droite conjuguée du 
foyer (pas. 338). Joignons SF, et abaissons sur la directrice les 
perpendiculaires MK, NE ; les triangles SFM, SNF, ayant un 
angle égal en S, seront entre eux comme les rectangles des côtés 
qui comprennent cet angle, ou comme SM est à SN , ou comme 
MK est à NH, ou enfin, comme FM est à FN ( d’après la pro- 
priété connue de la directrice ). 

Les deux mêmes triangles sont donc entre eux comme les 


« 
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rectangles des côtés qui comprennent leurs angles en F; donc 
ces angles sont égaux ou supplémens lun de Pautre. Or, dans 
le cas actuel ils ne peuvent être que supplémens; la droite SF 
partage donc l’angle MFQ en deux parties égales. 

Cela posé , si on suppose que les deux sécantes MP, NO, se 
rapprochent indéfiniment lune de l'autre, les mêmes relations 
auront toujours lieu; ces deux sécantes tendront à se réduire à 
la droite qui joindrait les points de contact des tangentes à la 
courbe menée par le point quelconque S de la directrice; et de 
plus, SF tend à devenir perpendiculaire sur cette droite , puis- 
que l'angle MFQ devient alors égal à deux angles droits. Ce qui 
démontre le théorème énoncé. 

Tuéorème. (Fig. 144). Le produit des perpendiculaires 
abaissées des deux foyers F, F, d’une courbe du second dégré, 
sur une ftangente sm PP’, à cette courbe, est égal au 
carré du a qui ne hHeDE pas les foyers. 

En effet, soit A le centre, et (1)... a°y* + b’a? — a°b?, l’e- 
quation de la courbe. Les foyers F, F’, seront sur le grand axe 
BD = 24. On aura, 


AB—AD=a, AF—AF=—=c, a —c—b. 


Tirons la perpendieulaire AM à la tangente PP’, et la paral- 
lèle KAK’ à PP’, nous aurons AP:=a (page 185) et 


FP x FP'— (KP — — KF) (KP di KF) 


-— a 


RP RTS ADO — = b?, 


ce qui démontre le principe énoncé. 
On parvient au même résultat en prenant l'expression des 
perpendiculaires FP, F'P', d'après l'équation de la tangente 


/ a 
a yy" + D xx" — a°b?; car on trouve 


FC CR 2 
V'aiy 2 LL bix's Vays+ _ bre” 
d’où FP XX E'P'-: ; DIR ent sl Le 


ay + bixe 


1'((0548 :} 
Remplaçant a°y”? par sa valeur a*b°— b°x'?, tirée de l’équa- 
tion (1) de la courbe, cette expression de FP X FF" 
duit à b?, Fo | 
Tuéorbus. (Fig. 145). Si l’on mène deux tangentes pa- 
rallèles, BH, BK’, dans une courbe du second degré, et qu'on 
les coupe par une troisième tangente quelconque K'MK, Le 


produit des segmens B'K', BK, sera éval au carré du demi- 
diamètre conjugué de BB". 


, Se ré- 


En effet, prenons L’B pour axe des x, et son conjugué pour 
axe des y; l'équation de Pellipse sera (1}...a° y* + ba = a*b?, 


et l'équation de la tangente KK° au point x’, y’, sera 
yy" + bzx" = ab? 
Si lon y fait x — a, on trouve 


b°(a— ax A JUS 





Yi Se CODEN = BK. 
Supposant ensuite x ——a, on trouve 
: a ra SN MR 
Y—= a ALLIE 
On en déduit 
{fat n27/2 223 .__ L2--/2 
BR x pr (er) ge CE) = p?, 
y ay 


Cororxatre. Si l’on mène une autre tangente quelconque 
H'NI , et qu’on joigne H’K , K'H, ces deux droites se rencontre- 
ront sur le prolongement du diamètre B’B. En eflet, d’après le 
théorème précédent , on a 

BK vx = BH X BH, d’où BK : BH :: BH: B'K’. 

Il s'ensuit que les trois droites BB, H’K, K'H, concourent 
en un même point. 

10° Prosrème. Trouver le lieu des pieds des Long A à 
abaissées d'un point donné sur toutes les tangentes menées à 
une courbe donnée. 


Soient, F(x,y)—0o l'équation de la courbe, # et € les 
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coordonnées du point donné, et x’, y” celles d’un point quel- 
conque de la courbe; la tangente en ce point aura pour 
équation 


‘ét l’on aura en même temps F(x", y) —=0. 
La perpendiculaire abaissée du point donné sera déterminée 
par l'équation 


et onobtiendra l'équation du lieu cherché en éliminant x", y’ entre 
ces trois équations. On pourra substituer à la première, celle que 
Von obtient en la multipliant par la dernière, et qui est 


(—J)Q—) = (x) (Ga); 
équation généralement plus simple que la première. 

Si l’on exécute ce calcul pour les courbes du second degré ; 
en prenant le foyer pour le point constant, on trouvera dans 
le cas de lellipse, le cercle décrit sur son grand axe comme 
diamètre ; dans le cas de l’hyperbole, le cercle décrit sur son 
axe réel (*); et enfin pour la parabole, la tängente à l'extrémité 
de son axe. 

Si Pon considérait un cercle, et que le point donné fût pris 
sur sa circonférence, le lieu serait une courbe fermée, du qua- 
trième degré, qui passerait par les deux extrémités du diamètre 
mené par le point donné, et aurait en cedernier point un rebrous- 
sement du premier genre, tangentiellement à ce diamètre. 

11° ProsrEme. (fie. 146). Soient B et C deux points don- 
nés , et M un point quelconque d’une courbe RS donnbl Ou tire 
des droites BN , CN, respectivement perpendiculaires aux 
droites BM, CM, et qui se coupent en un point N. Il s'agit de 
trouver la courbe formée par les points N, qui correspondent 
aux PAUSE poinis de la courbe RS. 





me 





om 


(*) Par axe réel, on entend celui des deux axes rectangulaires conjugués 
qui coupe la couthe. 


he . 
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Prenons CBX pour axe des x, et pour axe des y la perpendi- 
culaire AY à CX, menée par le milieu A de BC. Désignons par 
æ, y, les coordonnées de M , par x”, y”, celles de N, et faisons 
BC = 2a. 

On aura, à cause des angles droits en C et B, 


CMECN = ME+BN, d'où CM'—DM= EN — ON 
Or, ces différences sont respectivement égales h CP— PB, 


eta BQ — CQ ; donc, les points P et Q sont à égales distances 
des extrémités B et C. | 

Cela posé, on aura d’abord x = — x". 

Ensuite, les triangles semblables CNQ, CMP, donneront 


CQ:—7y y: CP, ou aHari—y y: a+ x; 


* # °.« | e LL v 
et comme x =—%", la dernière proportion conduira à 


Connaissant ainsi x et y en fonction de x’ et de y’, on les re- 
portera dans P équation de la courbe que doit décrire le point 
M, ce qui fournira l’équation du lieu des points N. 

1°. Lorsque la courbe donnée est le cercle décrit sur CB 
comme diamètre, on trouve, pour le lieu cherché, le même 
cercle ; car alors on a &°++ y*—@*. Substituant les valeurs de 
æet y,enx’,y,il vient 
D tnt 

LA 
Divisant par x”°?— a*, on retrouve 

+" La — a = 0. 

2°. Quand le point M décrit une courbe quelconque du se- 
cond degré , le point N en décrit généralement une du qua- 
trième degré , qui peut, dans certains cas, se réduire. au troi- 
sième ou au second, ou même au premier degré. En effet, soit 


(1)... ay? + Cys +yx + dy + ex +0 —o, 


g'? Le + — 





où (2x7—0°)y" + (x°— a) = 0. 
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l'équation de la courbe donnée; celle da liea cherché sera 
e 


a(x°—a°) —Cxy(x—a°) + y + d'y(e— a) —:1y"4- 07" = 0. 


Cette équation est généralement du quatrième degré. Cela posé . 
1% Siæ—0, on pourra diviser tous les termes par y, et l’on 
aura une équation du troisième degré. 
2°, Si la courbe donnée passe par les deux points donnés, il 
faudra qu’en y faisant y = 0, on trouve x— + a; ce qui exige 
que :=0 et 0——"7a. Divisant alors l’équation du lieu par 
x? —a*, elle se réduit à 


(2)... ef — 0°) — exy + 73° + dy = 0; 


et représente unefcourbe du même genre que la, proposée, 
puisque ce genre est déterminé pour chaque courbe par le 
signe de la même expression 6? — 4uy. 

Le lieu cherché ne pourra donc se réduire à une ou deux 
lignes droites, que dans le cas où la proposée sera une para- 
bole où une hyperbole. 

Dans le premier cas, 6* — 4x7; l'équation (2) donne 


Cr—d , 
MS FE E— = Vs + + d+haya ; 
et représente deux droites parallèles. 
Lorsque 6—0, on a «y —0; et supposant « — 0 , il vient 


à 
“a ue. - on ne 
es ram ce qui donne y=0 et y—— —. 
Y y 2y? q d4 ? y 
Comparons ces résultats avec la position de la courbe donnée. 
Son équation , en vertu des hypothèses '&æ — 0, 6—0, «—=0, 


Ü—— "ya, se réduit à 


à 
72° + dy — ya —=0o, ou à nd ANT 


à 


équation qui représente une parabole dont le paramètre est 
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ce dont l'axe est la droite AY, et dont le sommet a jour 
7 


| 
és 
ordonnée + : 





Or, la première équation ÿ —0 du lieu cherché, r nré- 
sente l’axe des x; ce lieu s'obtient lorsque les deux droitesmo- 
biles qui se rencontrent sur la parabole, sont parallèles ! son 
axe, auquel cas elles rencontrent la parabole à l'infini; leur} per- 
pendiculaires respectives se confondent avec l'axe des a dont 
tous les points appartiendront au lieu cherché, puisqu'ils {ront 
à la fois sur ces deux dernières droites. Négligeant cette solu- 
tion, qui est fournie par une seule position des droites mobiles, 


: ; : , A 1 | LEE 
il restera le lieu de l'équation y = — n qui est une parallèle 


à l'axe des x, placée, par rapport à origine, du côté opposé 
au sommet de la parabole, et à une distance de l'origine, 
égale au paramètre. 

On pourra discuter semblablement les circonstances que pré- 
senteront les diverses hypothèses qui peuvent être faites dans le 
cas que nous venons de traiter, où l’on a 6? = 44. 

Lorsqu'on a 6? — 4ay >> 0, la courbe donnée est une hyper- 
bole , et son équation devient , d’après l'hypothèse qu’elle passe 
par les deux points donnés, 


(3)... «y° + Cyx + ya + dy — ya 0. 
Si lon avait « — 0, l’équation (2) deviendrait 
Éxy + yy° + dy —=0, 


etse décomposeraiten y—o et 6x +yy + d—0o. 
L’équation (3) se réduit alors à 


Gyx+yx + dy — ya —0; 


et l’hyperbole qw’elle représente ,aune asymptote parallèle à 
Paxe des y. Les deux droites mobiles peuvent donc encore de- 
venir parallèles à l’axe des y, sans cesser de se rencontrer sur 
la courbe, et leurs perpendiculaires se confondent avec Paxe 
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| desr, qui fait alors partie du lieu , et est relatif à Péquation 
3 = 0: Quant à la seconde équation , 6x +- ee à — 0, elle 
repésente une autre droite qui correspond à toutes les posi- 
tior des droites mobiles non parallèles à à l'axe des y. 

Où pourra chercher , d’une manière générale, tous les cas 
où liquation (2) se réduit à une ou deux équations du premier 
degrt, en supposant toujours 6? — 427 © o. 

12' Pro1èmMe. (Fo. 147). On. donne deux droites rectangu- 
lairesVV”, Y Y”, et une longueur AD=—2a; un angle droit DEF, 
dont le côté EF est égal à 2a, se meut de manière que son 
côté perpendiculaire à EF, passe constamment par D, et que 
le point F glisse sur AV. On demande le lieu décrit par le 
milieu M de EF. 

Soit H le milieu de AD; menons HX parallèle à AV, et 
prenons pour axes des x et + les droites HX, HY. Désignons 
par x et y les coordonnées HP, MP , du milieu M de EF : les 
triangles semblables MIF, KEF , donnent 


IF SIM-MF::EF:KE<+KPF, 
ou Va —(y— a): y: 2a% ÀF, car KE+KF=—AF. 
Or, AF = x ba — (y— a}. 


Egalant les deux valeurs de AF, on trouve que l'équation du 
lieu cherché est 


J—=x(cay— y), ou y — (ea — y}x’; 


car y—0 ne peut convenir à la question. 

Il est facile de reconnaître que cette courbe est symétrique 
par rapport à l’axe des y, qu’elle passe par l’origine, et qu’elle 
a une asymptote dont l'équation est y —2a. Cette courbe est 
la cissoide de Dioclés. 

13° Prosrème. ( Fo. 148). Par quatre points M, N,P,Q, 
donnés dans un méme plan, on fuit passer une infinité de 
courbes du second degrés et dans chacune d'elles on mène le 
diamètre des cordes parallèles à une droite fixe ayant pour 
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équation y==nx. On propose de démontrer que tous ces dia 
mètres se coupent en un même point, et de déterminer ensuite 
de lieu de ces points quand n prend toutes les valeurs possibles. 


Prenons pour axes des x et y, les deux droites AQPX, 
AMNY ,et faisons 


AM—6, AN=—C, AQZ— a, AP". 


L’équation de la courbe du second degré devra être-telle, qu’en 
ÿ faisant x —0, les valeurs'cort noble de y soient € etC; 
elle devra donc être de la forme 
+ mxy + ax — (CHE) yLbx LC = 0. 
Mais, en faisant yo, on doit trouver pour x les valeuré 
&, a‘; On a donc 


1 og B sise Gen ui EE ta) 
ns ao! ? 


? 2 
at = —,)atae—=—-; d'où a=—, b— 
TE 2 Fu 








L’équation d’une courbe quelconque du second degré passant 
par les We points donnés sera donc 


__ 6e” +=) 








L4 
y” + may + ae AU z+66 — 0 
m restant arbitraire. 
D’après la théorie des diamètres des courbes du second degré, 
l'équation du diamètre des cordes parallèles à la droite y =nx, 
sera | 


m (y—nx) + any + À _ Lo chom Et 





Or, on satisfera à cette sus , quel que soit m, en posant 
20e Fat r 
(1)... ,ynx=0, any (CE C'}n (a+e)=o. 
C2 


Les valeurs de x'et ytirées de ces deux équations seront les 
‘coordonnées d’un point qui appartiendra à la fois à tous les 
diamètres. Il est donc prouvé que tous ces diamètres passent 
par un même point. 
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Si maintenant on veut connaître le lieu des points qu’on oh- 
tiendra de la sorte , en faisant passer 2 par toutes les valeurs pos- 
sibles, il suffira d'éliminer 7 entre les équations (1), ce qui 


_ donnera 
266" 2° — aa y? + au (CHC") y — CC (a +a)xz—o. 


IL est facile de reconnaître que cette courbe passe par lPori- 
gine À ; queles droites AX, AY ,sont paralleles à un desessystèmes 
de diamètres conjugués, et que son centre a pour coordonnées 


1 / 1 
Rate tas J=;C+67 


Mais comme on aurait été conduit aux mêmes calculs en pre- 
nant pour axes des coordonnées les deux autres droites PNA’, 
QMA', on en conclura que la courbe cherchée passe par le point 
A’, et que ces deux dernières droites sont parallèles à un sys- 
tème de diamètres conjugués. 

De plus, si on fait 


NN o.. AP, AMD, ANS" 


on verra facilement que, par rapport à ces nouveaux axes, on 
aurait trouvé pour les coordonnées du centre 


Do: »” 4 Bi As 2/ 
D y Te CET 


Si on construit ce point d’après le premier système d’axes, 
on reconnaitraaisément , d’après les valeurs de ses coordonnées, 
qu'il est le milieu de la droite qui joint les milieux des côtés 
opposés MN, PQ. D’après le second système, ce point se trou- 
vera au milieu de la droite qui joint les milieux des deux autres 
côtés NP, MQ; ce qui prouverait ,si on ne le savait pas d’avance, 
que dans tout quadrilatère plan, les droites qui joignent les 
milieux des côtés opposés se coupent en leur milieu. 

Remarque. Pour une valeur donnée de n, il est facile de. 
construire le point de rencontre de tous les diamètres des 
courbes du second degré correspondantes aux diverses valeurs: 
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de m; car ce point est, comme nous l’avons vu, sur la droite, dont 
l'équation est y +nc—0, el on le construira en menant par 
l’origine A une parallèle AV à la droite donnée y = nx, puis 
“d’un de ses points menant VKV' parallèle à AV, et prenant 
KV'=KV , la droite AV” sera celle que représentera l'équation 

y F'nz'—=0. 

Faisant une construction analogue relativement au point A 
et aux deux droites AP, A’Q , on aura une seconde droite, qui, 
par son intersection avec AV”, déterminera le point cherché. 

Si lon avait «= & et 6’ — €, les courbes variables seraient 

tangentes au deux droites AX, AY, aux points Le le M, 0; 
et l'équation du lieu deviendrait 


Cr — à°y° + 4°Cy — Cax—0o. 


Si les quatre points M, N,P,Q étaient sur un même cercle, 
on aurait a —£$", et l'équation du lieu demandé se réduirait à 


20° — 0" + (CHE) y— (+2) LEO: 


14° Progcème. (Fig. 149). Par un point donné B, on mène 
une droite“quelconque qui coupe une ellipse donnée en deux 
points M et N; on détermine un puint P sur cette sécante , de 
manière que l'on ait PM : PN :: BM : BN. J/ s'agit de trouver 
Le lieu des points P ainst construits. 

Soit l'équation de l’ellipse a°y° + b°x°— a°b?. 

Trarsportant origine au point B, et désignant ses coordon- 
nées par &, 6 dre de l’ellipse sera 


a (y +6) Lb(c + a) = ab, 


et l'équation de la sécante BMN sera y = mx. 

Les parties de la droite BN étant entre elles comme leurs pro- 
jections sur AX, si l’on désigne par x , x”, x”, les abcisses des 
points P,M,N,on aura 


2x x" 
x'—rxix—a" ex: LE d’où ST der on à 


Or,on aura l'équation quisa pour racines x’ et x”, en éliminant y 
entre l'équation de lellipse et celle de la sécante; ce qui 


(532% s 
donnera 
Cam? + 0%) 2° 4e 2(a°Em + Da) x 4 @°C2 Bras ab 0. 

Mais , on sait que dans toute équation du second degré, le 
rapport du produit des racines à leur somme, s'obtient en di- 
visant le dernier terme par le coeflicient du second pris en 
signe contraire. La valeur (1) de x deviendra 

a°b? — a?6? Fe b2#2 


a’Cm + ba 





Remplaçant m par L , On aura enfin pour l'équation du lieu 


cherché 
a'6y + bax = ab à? — 6a? 
Ce lieu est donc une ligne droite, 
Reportant l'origine au centre, Péquation du lieu-devient 
Q°oy + b’a ax = a°b?, 

équation qui représente la droite qui passe par les deux points 
de contact des tangentes menées à l’ellipse par le point donné B, 
lorsque ce point est extérieur à la courbe. 

On fera le calcul de la même manière pour la parabole et 
l'hyperbole ; et l’on parviendra à des résultats analogues. 

15° Prorième. (Fig 150). On donne un jodia@re quel- 
conque BADC ; d'un point M, on mène des droites MP, MQ, 
MR, MS, parallèles à des droites données et terminées respec- 
tivement aux quatre droites qui forment le quadrilatère. On 
demande le lieu des points M, tels que 


MR x MQ :;: MP MS :: m : n. 


Prenons les côtés AB , AD , pour axes des coordonnées x; y; 
faisons AB—a, AD—h, et désignons par &, 6, les coor- 
données du point C. 

Nous commencerons par faire observer que si par le point 
M on mène MEF et GMH parallèles aûx axes, le rapport de 


ME x MF à MG X MH sera connu puisque l’on donne celui 
ME MF 
de MR XX MQ à MP X MS, et que les rapports ik” MQ° 
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MG MH 


—— , —— , sont connus, comme étant égaux à d 
MP? MS? , g à des rapports 


de sinus d’angles donnés. Représentons le rapport des deux nou- 
: m' 
veaux produits par en 


_ Cela posé, l'équation de la droite BC sera 


fic CL OR 


hs (Leo 





- celle de CD sera 





Désignant par y’ et x’ les coordonnées du point M , on aura 
MEzy,: MG; 
et d’après les équations des droites BC, CD, on trouvera 


ME=y—a+()+ HM — bia + y. 








D'où l’on tirera , toute réduction faite, 
n'ay+m'éx"+[(a—£)n'+(b—e)m" }xy—n'axy—m'bx—0o. 


Le lieu cherché est donc une courbe du second degré. On 
reconnaîtra facilement qu’elle passe par les quatre points 
donnés À ,B,C, D. 

1" ConozLarrE. Réciproquement , toute courbe du second 
degré jouit de la propriété , que si lon prend sur elle quatre 
points quelconques , et que d’un autre quelconque de ses points 
on mène quatre droites de directions constantes et terminées 
- aux cotés du quadrilatère inscrit, le produit des deux lignes 
menées à deux côtés opposés sera dans un rapport constant 
avec celui des deux lignes menées aux deux autres côtés. En 
effet, si pour ce quadrilatère on résout le problème précédent 


f ee LL 
d’après un rapport arbitraire To on obtiendra une courbe du 


second degré qui passera nécessairement par les quatre sommets 
23 
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du quadrilatère. Supposant ensuite _ y égal au rapport que 


fourniraient les produits des droites menéesd’un point dela courbe 
donnée aux quatre côtés de ce quadrilatère , le lieu dont nous 
venons de parler passera par ce cinquième point de la courbe, 
et par conséquent coincidera avec elle. Celle-ci jouit donc de la : 
propriété annoncée , que le rapport indiqué est constant pour 
tous ses points. 

2° CororLaïrs. Cette relation ayant lieu , quelque petits que 
soient les côtés du quadrilatère ; aura encore lieu quand deux 
côtés opposés deviendront nuls. Dans ce cas, leurs directions 
seront tangentes à la courbe , et les deux autres côtés se confon- 
dront avec la droite qui joint les points de contact. 

Si, dans ce même cas, on suppose que les droites menées 
par les divers points de la courbe soient toutes parallèles à une 
même droite, il en résultera TUEUR Run tous les points P de la 


courbe ( fig. 151) , le rapport de PQ : à PR X PS sera constant. 
Transformation particulière des lieux géométriques. 


La transformation dont nous allons nous occuper est tirée 
du livre des Principes de Newrox. Son but est de changer des 
figures.en d'autres plus commodes à traiter, et telles que l’on 
puisse facilement repasser des résultats qu’elles fourniront à 
ceux qui-conviennent aux données primitives. 

::81 lon désigne par x et y les coordonnées d’un point du pre- 
mier, système , et par x’, y’, celles du correspondant du système 
transformé, les relations au moyen desquelles on lie ces deux 
points sont, en désignant par m et n deux constantes arbi- 
traires, 


» 


Ty mL ma mx 

f (4 TS 

REV EE ——— d'OÙU TE —— = ——-. 
x ? mi LA ÿ 


D'apres cela , soit une équation quelconque 


LT, YJ 0: 
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L’équation de la courbe transformée sera 


mn mx 


ed dm 
"1 2 / 
| | Trust | 
. , r * | f / 2 ° 
et si l’on désigne par @(x”,y’)—0o, une équation quelconque 
du second système, la correspondante du premier sera 


Z=O; 


ny mn 
6 ( Y db.29 


rt? LPS 


On remarquera d’abord que les points d’intersection de deux 
lignes de l’un des systèmes ont pour correspondans dans le second 
es points de rencontre des lignes correspondantes. 11 suit de Là 
que.si deux points d’intersection se confondent dans l’un des 
systèmes, les correspondans se confondront dans l’autre ; de sorte 

que deux lignes tangentes l’une à autre en un point auront pour. 
correspondantes des lignes tangentes au point homologue. 

On observera de plus que le degré des équations ne sera point 
_altéré par cette transformation. Car soit une équation du de- 
| gré «+6, 

Axe +... HV—o. 


La substitution des valeurs précédentes de x et y donnera 
une équation dont tous les termes seront de dimensions nulles 
ou négatives. Multipliant par y°T 6 , tous les dénominateurs 
disparaitront , et 1l en résultera une équation du degré « + € 
en x’ et y’. | 

Par cette transformation, on peut changer un système de 
droites qui concourent en un même point, en un système de 
droites parallèles. Prenons l’axe des y passant par leur point de 
concours , l'équation générale de ces droites sera y =ax+b, 
b étant constant. Transformant , il vient 

mx amn 


r= "#6 où mx'=amn+4by, 
= bd 


équation qui, quand on fait varier a, représente des droites 
parallèles , puisque m et b sont constans. 


Appliquons cette considération à la solution du problème du 
de à! 
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v g (page 835); soit M (Jig. 152) le point par lequel on 
mène les sécantes ; prenons pour axe des y le diamètre mené par 
ce point, et pour axe des x -uné parallèle à ses cordes menée 
par le même point , l'équation de la courbe donnée sera de la 


forme ÿHax +by+c—=o. 


ile d’ à l T l'origi 
Celle d’une sécante quelconque menée par l’origine sera 
y —=pæx. Tranformant ces deux équations, elles deviennent 


cy® + bmax'y" + m°x° + amn°=0, zx'=pn. 


Or , toutes les sécantes étant alors parallèles à l'axe des y, 
puisque leur équation générale est x°==pn, le lieu cherché 
-sera le diamètre même de ces cordes , et aura pour équation 


2cy + bmx = 0. 


Pour avoir l'équation correspondante dans le système pro- 


ny InTr 
posé , remplaçons x’ et y” par sert Æt TF » Nous, aurons. pour 


l'équation du lieu cherché 


ocmn , bmn 2C 
——— ——< = O OÙ VE nr 
+ ? à 4 b 


cette équation cu ap une parallèle à Paxe des x, et par 
conséquent au conjugué du diamètre mené par le point 
donné M. 

Lorsque le point M est extérieur , il est facile de voir que 
cette droite est celle qui joindrait les deux points de contact 
‘des tangentes menées par le point M à la courbe donnée. Car 
l'équation générale d’une tangente au point «,6, de la courbe 
est 


26y + 2aaD +- b(y+6)+2c —o, 


et pourgqu’elle passe par l’origine il faut que bé + 2c—0; ce 
qui montre que les deux points de contact sont sur la droite 
dont l’équationest by+2c—0o. 

On pourra appliquer avec avantage ce genre de transforma- 
tion à un grand nombre de problèmes. 








APPLICATION DE L'ALGEBRE 


AUX LIEUX DANS L'ESPACE. 


4 


1°" PROBLÈME. Taovrzx Aaron générale des surfaces 
coriiques. 

Une surface conique est celle qu'engendre une droite indé- 
finie qui passe par un point fixe nommé centre, et s'appuie 
constamment sur une courbe donnée , nommée directrice. 

Soient #,6, y, les coordonnées du centre du cône, et 


F(x,; z) aps Fi(x, J'> 2) F0 


les équations de la directrice; les équations d’une génératrice 
quelconque, seront de la forme 


za mi), y—6=n(—)) 


Pour exprimer qu’elle rencontré la courbe donnée, on éli- 
minera æ, Y,2, entre ses deux équations et celles de la 
courbe , et il en résultera une équation de condition entre 
m, n, que je représente par | 


AUDE 


Reportant dans cette dernière , au lieu de met n, leurs valeurs 
tirées des équations de la droite, on aura pour Linie du 


lieu cherché 
(=. æ Y — —) 
.® — 0. 


Réciproquement , quelle que soit la forme de la fonction @, Pé- 
Pro4 q q 
quation (1) est celle d’une surface conique dont le centre à 
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pour coordonnées «, €, y. Car soient x”, y" ,z", les coordonnées 
d’un quelconque dés points de la surface (1 1), on aura 


x” "td et. 





et 1l est visible que cette a. sera ioujours frustute, si 
/ 
; ; x'—« — 6 
Von fait varier x”, y’, 2°, de manière que -—— et Va 
y  z—7y 


soient constans; ce qui montre que tous les points de la droite 
ayant pour équations 





sont sur cette surface, À et k° étant deux constantes, Cette 
surface peut donc être engendrée par une droite qui passe par 
le point constant &,6,7; elle est donc une surface conique. 

2° Proezème. Trouver l'équation générale des surfaces 
cylindriques. 
- Où nomme ainsi toute surface engendréé par üré droité qui 
se meut parallèlement à une droïte fixé, en #appüyant toujours 
sur une courbe donnée, nommée directrice. 

Soient , x —az, y —= bz, les équations de la droite à laquelle 
les génératrices de la surface sont constamment parallèles; et 
soient 


Fix,y,2)=0, . Er, y:;2) = 0 


les équations de la directrice donnée. 
Les équations d'une génératrice quelconque seront 


L—= az +, y=bz4+6, 


4 et 6 étant deux quantités qui restent constantes pour tous les 
points d’une même génératrice, et qui varient en passant 
d'une génératrice à l'autre. Eliminant x, y, 2, entre les équa- 
tions de cette droite et celles de la directrice, on aura entre æ 
et 6 une équation 


p(a, © = 0, 
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qui ex primera que la droite mobile rencontre toujours la courbe 
donnée; et si lon y reporte au lieu de + et $ leurs valeurs tirées 
des équauions (2) de cette droite, on aura pour léquation du 
lieu cherché 


(2)... e(x — az, y—br2)—=o. 


On démontrera , comme dans le problème précédent, que ré- 
ciproquement, quelle que soit la forme de la fonction 9, 
l'équation représente une surface cylindrique dont les généra- 
trices sont parallèles à la droite, ayant pour équations] 


TE az, y.—= b2. 


3° Promtème. Trouver l'équation générale des surfaces co- 
noïdes. On nomme ainsi toute surface engendrée par une droite 
qui se meut parallèlement à un plan fixe, en s’appuyant con- 
stamment sur une droite et sur une courbe données. 

Prenons le plan donné pour celui des coordonnées x, y, et 
la droite donnée pour axe des z. Soient 


QG)... F(x, y,z)=0, Fix, y,2)=0, 


les équations de la courbe directrice, celles de la génératrice 
seront de la forme 


(2)-..2=4, y=mx, 


puisqu'elle doit être parallèle au plan xy, et rencontrer l'axe 
des z. 

On exprimera que Îa génératrice rencontre la direc- 
trice, en éliminant æ, y, z, entre les équations (1), (2), 
et il en résultera une équation de condition @(4, m) —0, qui 
donnera l’équation-du lieu cherché , en y remettant pour «& et 
m leurs valeurs tirées des équations (2) de la génératrice. On 
trouvera ainsi que l’équation de ce lieu est 


y 
e(z ; 2) — 0. 


On reconnaîtra facilement, comme dans les deux problèmes 
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précédens , que cette équation représente toujours une surface 
conoïde, quelle que soit la forme de la fonction @. 
4° Prosrème. Trouver l'équation générale des surfaces de 
révolution, c'est-à-dire, engendrées par une courbe quelconque 
dont tous les points décrivent des cercles ayant leurs plans per- 
pendiculaïres sur un axe fixe , et leurs centres sur cet axe. 


Soient, T—azt+a, y—bz46, 


les équations de l’axe de révolution, et 
F(z,y:z) 0e; fem, z)=0e, 


celles de la génératrice. Cette surface peut être considérée 
comme le lieu des cercles que décriront autour de l’axe Îles dif- 
férens points de la génératrice. Pour avoir équation d’un 
quelconque de ces cercles, nous considérerons une sphère d’un 
rayon variable, ayant son centre sur l'axe, et coupée par un 
plan perpendiculaire à laxe mené par le point où cette sphère 
coupe la génératrice; le cercle d’intersection de ce plan et de 
la sphère , sera celui que décrira le point où la sphère a ren- 
contré la génératrice; ce sera donc un quelconque des cercles, 
en question. Supposant le centre de la sphère au point où l'axe 
rencontre le plan xy, l'équation de la sphère sera 


2 + (y +) =, 
celle d’un plan perpendiculaire à laxe sera 


z+ ax + by —c—0o. 

Pour exprimer que le cercle, déterminé par ces deux équa- 
tions, rencontre la génératrice, on éliminera x , y, z, éntre 
les équations de ces deux ligues, il en résultera une équation 
o.(c;R°)=0, entre c et R°. 

On obtiendra l'équation du lieu cherché en reportant dans 
p(c, R)=o, les valeurs de c et R?, tirées des équations du 
cercle; on trouvera de cette manière, que l'équation générale 
des surfaces de révolution, est 


g{CG + ax + by), [x — a) + (y— 6) +3]} —=0. 
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La réciproque se démontrera aussi facilement que dans les 
problèmes précédens. | | 
5° Proscèmr. Trouver l'équation de la surface engendrée 
par une droite qui s'appuie constamment sur trois droites fixes. 
Prenons des axes de coordonnées parallèles aux trois droites 
données; ces dernières auront respectivement pour équations 


ST à A PS Le 


Les équations d’une génératrice quelconque seront 


(4)... z=mz-+m, (5)...y=n2+ n", (6)...y=px+p 


L’équation (6) se déduit de (4) et (5) , et p est égal à _ 


On aura les conditions pour que cette droite coupe chacune 
des trois premières , en éliminant æ,y,2, d'abord entre les 
équations (1) et.(6), puis entre (2) et (4), et enfin entre (5) 
et (5) ; d’où résulteront les trois équations 


(7)... b=pa+p, c=md+m, e=nf+n’. 


On trouvera léquation de la surface demandée, en élimi- 
nantm,m,n,n,p,p, entre les équations (7), et celles de 
la génératrice. On obtient d’abord immédiatement par la sous- 
traction 


T—c=m(z—d), y—e—n(z—-f), y—b==p(r— a). 


Remplaçant p par sh et éliminant m et n, entre les trois der- 
nières équations, il vient 


G—d)(y—e(&—a)=(G—f)(y—DG—e). 


Cette dernière équation se réduit au second degré, parce que le 
terme xyz disparait des deux membres; elle représente un 
hyperboloide & une nappe. 

ILest évident que si l’on change denf, een b,aenc, et 
réciproquement , Péquation finale ne change pas; d’où il suit 
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qué la même surface peut encore être engendrée par une droite 
qui s’appuierait sur trois nouvelles droites ayant respective- 
ment pour équations 
Es . fx—a1 me 
Ve tz2f}? ED. à 

On peut remarquer qu’une génératrice quelconque de lun 
des systèmes est rencontrée par toutes celles de Pautre; car 
ces dernières donnant tous les points de la surface, doivent 
donner successivement tous ceux de la génératrice, considérée 
dans le premier système. D’où il résulte que si l’on fixe trois 
génératrices quelconques dans l’un des deux systèmes, la sur- 
face sera engendrée par une droite qui s’appuierait sur ces trois 
lignes fixes. 

On peut voir & priori que le problème sera impossible lorsque 
deux des droites étant dans un même plan, la troisième sera 
parallèle à ce plan. 

6° Progcème. On donne deux points B,B° Cf fig. 154) dans 
l'espace ; cn mène deux droites quelconques passant par chacun 
de ces points , et assujetties à se couper constamment en un point 
M d'une surface aonnée ; par les deux points donnés on mène à 
ces droites des perpendiculaires dans leur plan. Il s’agit de trou- 
ver le lieu des points d'intersection M° de ces perpendiculaires. 

Soit @(x, y, z) —=0, la surface donnée. 

Soit BB'— 2a la distance des deux points; [nous aurons 


AP—x, AP——x. Donc, x——x. Abaissant les coor- 
données MQ, M'Q, QP, Q'P’, on aura 


MP": : MP :: M'Q' : MQ :: P'Q':PQ, 
où M'P': MP: sit y. 
Mais les triangles M'BP’, MBP, sont semblables, puisque l’angle 
M'BM est droit; donc | 
MP :PB:°::PB:MP, où MP:a—x:: RARE in 
d—x MP a—x? _ «@ rm 1 


hs 
d où MP = M MP , M MP — "MP? — ÿ° Y +: pacs 


; (ai D, Qt — y 
Nous aurons donc, — =. 
CONNUE Ébe: ne A 
Par conséquent, pour un point quélcotique de la sur face, lés 
équations suivantes exprimeront les coordonnées du point M, 
au moyen du point correspondant M, 


. J'(x? —0 (ra?) 1e z'(x"?— a A Cm 


L——L, Y— 2 y* 0”. FT 28 Eye 


Si donc nous substituons ces valeurs dans l’équation donnée 
Q(x ; y, Z) —=0, nous aurons l’équation cherchée. 

7° Prosrème. Deux plans sont assujettis à passer chacun 
par une droite fixe, on les fait mouvoir de manière qu'ils res- 
tent constamment perpendiculaires entre eux. On demande 
le lieu des intersections successives, deux à deux, de ces plans. 

Je prends la plus courte distance des droites pour axe des z, 
et son milieu pour origine; j'appelle 2a cette distance; je mène 
par l’origine des parallèles aux deux droites, ét je prends pour axes 
des x et y les lignes qui partagent en deux parties égales leurs 
angles adjacens ; si j'appelle m la tangente du demi-angle des 
deux droites, les équations des deux droites fixes seront 


Es ès ri et onde te 


Cent Z—= — 4 
les deux plans auront pour équations 
(2)... Ax + Bÿ +Cz4+D—o; (3). A'&+4B'y40C'z 4 D'—o. 


Pour que le plan (2) renferme la droite (1), il faut que Péqua- 
tion (A + Bm )x + Ca + D — 0, soit satisfaite quel que soit z; 
done ; 


A+Bm—=o, Ca+D rt 
Pour le plan (2) on aura 


(A'— B'm)x + (D'— C'a)— y A'—Bm—o, D—Ca=o. 
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Or, À = ER — Bm, d'où B(y—mx)+Cz4+D= 0. 


à D D 
Mais, Dtp done PGI PE ab Pimp 


D(z—a) 


On en déduit, B— a(y mx) 





De même, 


oO RS ne) LC Den 











ZX 
D’ D’ 
Or, C=—, donc B'(y + mx) ris x + D'= 0. 
D'où PR A Etant) 
‘a(y+mz) 
; j (a? — 2°) 
Donc, PK =DD Ke 
a (y —m'x*) 
Or, A—=—Bm, A’—=Bm; | é 
donc, À XIA" = — BB'm° — Le M D 
a (y— mx) 
Mais, C Lune C A donc CC'=——. 
a a a 


Les plans (2), (3), étant perpendiculaires entre eux, on a 
AA! BB + CC'—0; 
Substituant les valeurs de AA’, BB’, CC, on trouve, toutes ré- 
ductions faites , que la surface cherchée a pour équation 
(z— a°)(m°— 1) = y —m'r. 


8° Prorcème. Trouver le lieu des points qui sont à égale 
distance de deux droites données dans l'espace. | 

Je prends les mêmes coordonnées que dans le problème pré- 
cédent : les équations des droites seront 


Y=mxz, 2=0, et Va — MX ; Z = (le 


( 365 ) 

Soient x’, y’, z', les coordonnées d’un point qui satisfait à la 
question; pour avoir sa distance à la première droite , j’abaisse 
par ce point un plan perpendiculaire à cette droite; l’équation 
de ce plan sera æ+my+D=o, et j'aurai la condition 
x’ +my'+D=o. Les coordonnées de l'intersection de ce 
plan avec la droite, sont 


PE RTE UE 


Donc la distance d du point x’, y”, 2’, à la première droite sera 





ARE RE + (+) 


De même pour k plan perpendiculaire à la seconde, j'aurai 
x—myH+D'=o, et x'—my + D'=6, 


et pour les coordonnées d’intersection de ce plan avec la se- 
conde droite 

D’ "Dim 
1 +m°? FT Em 


La distance d’ du point x”, gs z', à la seconde droite sera 





1 Re. =). 


Egalant ces valeurs de d'et d”, réduisant et observant que 


G+a)+(y Te +(x + 


D——(2x+my), D'=my—:x, 
on trouve que l'équation du lieu cherché est 
MmLy + a(m° +1)z = 0. 
Si Pon fait z—0,ona xy=0 ; ce qui donne les deux axes des 
Z, Y, Comme on pouvait facilement le prévoir.} 
Supposant z—«,ona 
mxy + aa(1+m°)==0; 


ce qui détermine une hyperbole rapportée à ses asymptotes, 
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Sia=—o, les droites se coupent, et on a xy—o. Ce qui 
donne les FA LA qui partagent en deux parties égales les angles 
adjacens des droites données. 
En coupant par un plan perpendiculaire à à l’axe des x, c’est- 








à- dire en faisant x=—6C, on trouve y—=—2 - 


donne une droite qui coupe axe des x , et lui est perpendi- 
culaire. 

Faisant ensuite y—=«, c’est-à-dire coupant la surface par un 
plan perpendiculaire à l’axe des y, on trouve 


a (1 + m') 


mTmœ 


LE — 2 


La surface peut donc être engendrée par une droite qui se meut 
perpendiculairement à l'axe des x ou à l’axe des y. 
Si l’on élimine x et y entre les quatre équations 


D 6% Y—=4, 








qui représentent deux génératrices quelconques prises respecti- 
vement dans ces deux systèmes, on trouve les deux équations 
identiques 


maG——az(i+m), mat — az(1 + m°). 


Ce qui fait voir que, quels que soient « et 6, les deux droites se 
coupent. 

Il suit de là qu’une génératrice quelconque de lun des sys- 
tèmes coupe toutes celles de l’autre, et que par conséquent si l’on 
en fixe une de celles qui sont perpendiculaires à l’axe des Y; la 
surface puurra être engendrée par une droïte qui s’appuiera sur 
cette directrice et sur l’axe des x auquel elle restera pérpen- 
diculaire. | 

On aurait une seconde génération semblable par une droite 
perpendiculaire à l’axe des y. Cette surface est un paraboloïde 
hyperbolique. 
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9° PRôrtème. On donne une courbe quelconque dans l'espace ; 
d’un point fixe on mène des droites à chacun de ses points ,eton 
les prolonge d'une quantité constante ou proporitonnelle à elles- 
‘mêmes. On demande le lieu des extrémités de ces prolongemens. 

Dans le second cas, on voit facilement par la définition 
même, que c’est une courbe semblable à la première ; et si 
lon représente par m le rapport des rayons vecteurs, on aura 
lé PR. du lieu cherché, en substituant à x, , 2, les valeurs 
es — , dans les équations de la courbe donnée, en suppo- 
sant l’origine placée au point donné. | 

Prenons maintenant le premier cas, et soit'c la quantité 
constante dont on prolonge les rayons. Soit l’origine À au point 
fixe. Nous allons prendre un point quelconque M’ de Fespace, 
joindre AM" , prolonger de M'M'—c, et exprimer x’, y’, 2" 
au moyen de x”,y",2", puis nous les substituerons dans l’équa- 
tion de la courbe donnée. 


On a M'M' cosae = P'P'—= 1" — x'—= ccosa. 
1 
Or, 
æ" OST si 
MERE = nv TE : donc L't UT yep = 
gr? re s M Xi +2" 
De même, 


Soient F(x,y,z)=0, @(x,y,z)=0, les équations de la 
courbe donnée ; en y substituant les valeurs précédentes, ôn 
obtiendra les équations de la courbe cherchée. 

10° ProBcÈèmE. Du foyer d’une ellipse ayant pour axes 2a et 
2b, on abaisse des perpendiculaires sur toutes ses tangentes ; on 
suppose qu'à chaque fois l'ellipse tourne autour de la tangente 
comme charnière, jusqu'à ce que les deux plans fassent un 
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angle donné @. On demande l'équation de la courbe,qui est le’ 
lieu des diverses positions que prendra le foyer. 4 
Soit P (fig. 156) la rencontre d’une des tangentes avec sa per- 

pendiculaire , et PM la position que prend PF ; on demande de 

déterminer les surfaces qui , par leur intersection , donneront le 

lieu des points M. L’angle FPM = 9 : si au point F j’élève une 

perpendiculaire du plan, et que je la prenne pour axe des z, 


:Vangle MEz sera complément de PFm, et par conséquent 


1 
égal à :— 4. Donc, la courbe se trouve sur une surface co- 

a | 
nique ayant son centre en F , et dont langle au centre est @. 


e 1 ù , le 
Faisant tang “ ® —m, ce cône aura pour équailon 


a+ y*—mz, Or, PQ—=PMX cos? = PF X cos y. 
et par suite, FQ = FP X (1 — cos). 
Or, PA= a. Donc, en menant QK parallèle à PA, on aura 
QK=—a(i— cos?),et FK— c(1—cos9). 


Donc K est constant , ainsi que QK. Donc les pieds Q des per- 
? LU 

pendiculaires sont sur un cercle ayant son centre en K, et 

pour rayon a (1 — cos). L’équation de ce cercle sera 


a + y? — 2cx(1 — cos?) — b? (1 — cos}. 


Mais le lieu des points Q est la projection de la courbe. On con- 
naît doncune surface cylindrique qui la renferme. Elle est donc 
déterminée; les équations des deux surfaces qui la contiennent 
sont : 


ir +y=m'z, 2° + y? — 90x (1— cos) — b?(1— cosg)°. 


Toute combinaison de ces équations doit être satisfaite. Substi- 
tuant à x° + y*, sa valeur dans la seconde, on a 


7. m°z* — 90x (1 — cos@) —b* (1 — cos p}°. 


Ce qui donne la projection sur le plan 2x, qui est une parabole. 
Il est évident que si langle des plans est de 200°, le lieu . 
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sera une circonférence décrite du second foyer comme centre 
âvec le rayon 2a. Alors l'équation x°+4-*=— m°z? qui peut se 


&S & ’ $ 
mettre sous la forme = sas » devient 20, puisque 


m== lang 100° — ©; ce qui fait voir que les points sont dans 
le plan de l'ellipse ; cos @ devient — 1, et l'équation 


2 + nee (1— cose)== (1008), 
devient 
LÀ y — ox Ab, 


Ajoutant 4c°, on a 
ÿH+(x— ec) 4h + 4e — 4, 


Donc, on obtient alors la circonférence décrite de l'autre foyer 
comme centre avec 24 pour rayon, puisque labseisse de son 
centre est 2c. 

Passons au cas de la parabole, pour laquelle il est remar- 
quable que la courbe est toujours plane. La courbe se trouve 
encore sur le cône ayant pour équation 


x°+y°=m’z". De plus, on a (fig. 155) FQ:FP::1— cosp:1. 


Donc, le lieu cherché est dans un plan perpendiculaire à AX, 
que l’on obtiendra en partageant AF en deux parties telles, que 


EN : AF :51—0cos0 : 


Supposons que le point M correspondant à Q, se soit rabattu 
sur le plan XY, en tournant autour de NY”; on aurassa position 
en élevant en Q une perpendiculaire à NY’ , égale à  QM: 

Or, le triangie rectangle QNF donne 


QN + NF—QF, ou y PE Gene) ns s 4 


hyperbole rapportée à ses axes ; angle des asymptotes avec Va axe 


est a ®; puisque sa tangente est m. C’est aussi ce qu’on trot. 
2 


x 


24,0: 


C0) 
verait par la section du cône et du planxz = — : p(i— cos ®): 
Si Pangle p— 100°, les points sont sur le plan qui passe par 
AY, perpendiculaire au plan xy. Alors le z d’un point M, est 


" er A se 9, ] 
égal au rayon vecteur FP. Or, FP — PA =, P'; donc , l'équa-, 


tion de la courbe sera z*— y°=— - p°. 

Les équations générales conduisent au même résultat : la pre- 
mière donne z—0; la seconde donne y* + . p° = 2", puisque 
cos ®Q—=0O,et Mm—= I, 

Les résultats pour l’hyperbole seraient analogues à ceux de 
Vellipse. 

Il reste à chercher les mêmes choses pour une courbe plane 
quelconque, @(x,y)—= 0. 

Tous les points se trouveront encore sur le cône, ayant pour 
équation, x°+ y — m°z2? 

Soient æ&,C , les RTE du die de contact; DANS 

de la db sera 


(y—6c)?2 (6) +(xz—zx)g(«) —=0, 
et l’on aura 
p(æ,;, 6) — 0. 
L’équation de la perpendiculaire sera 


39 (a) —xg" (6) = 0. 


Au moyen des deux équations des droites, on déterminerait 
x’ et y”, coordonnées du point P ( fig. 156). 


Or, FQ: FP 55 1— cos@: 1; 
donc, aix ia —cos® : EE 
on a donc 
[/ "7 
DURS lun Un fem SSP / 
1 — COS @ 1— COS ® 


Substituant dans les valeurs de x’ et y, tirées des équations 
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des perpendiculaires, on aura deux équations entre æ&,€,x", te, 
et de plus p(æ, 6) —0. Éliminant &, €, au FAOYEN, de deux 
d’entre elles, on obtiendra une a entre x” et y”, qui sera 
l'équation du lieu des points Q , et donnera par conséquent le 
cylindre projetant la courbe. Cette courbe sera donc déterminée, 

11° Progzème. (Fig. 157). On donne trois plans situés 
d'une manière quelconque dans l'espace ; déterminer le lieu 
géométrique des points M, tels, qu'en abaissant des perpendi- 
culatres sur les trois plans , la somme de leurs carrés soit 
égale à une surface donnée p°. 

Les plans donnés formeront en général par leur concours 
un angle trièdre dont nous prendrons le sommet A pour ori- 
gine, et les arêtes AX, AY, AZ pour axes des coordonnées. Soient 
aussi MP, MQ, MR, les perpendiculaires abaïissées sur les 
faces de l’angle solide Æ ; on doit avoir 


œ—— 9, es a 
(Ga)... MP-LMQ+MR = p°. 

Menons par le point M, qui est supposé appartenir au lieu 
demandé , la parallèle MN à l'axe AZ, elle représentera le z 
du point M; et si l’on désigne par « Fangle connu MNP , qui 
est égal à l'angle que l'axe AZ fait avec le plan XY, on aura 


évidemment 
MP = 2 sin e. 


On trouvera de même, au moyen de considérations sem- 
blables, 
à MQ=zxsinT, MR= y sin6, 


6 et y exprimant les angles que les axes AY > AX, font avec Les 
plans ZX, ZY. 


Portant ces valeurs dans l'équation ” ), elle devient 
z® sin° &æ + y* sin°* 6 + a*sin*y= p°. 
Le lieu géométrique cherché est done une ellipsoide , quels 
que soient les angles #,6 , y. 


Quand les angles & et 6 sont tous deux droits, l’équation de 
l'ellipsoide se change en 


2 + y% + 2° sin° y —=p°. 
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La forme de cette équation fait voir que si l’on y fait x égal 
à une constante quelconque, c’est-à-dire que si l’on coupe la 
surface par une suite de plans parallèles à zy, toutes les inter- 
sections réelles seront des cercles, puisque Paxe AX est perpen- 
diculaire à ZY ; et que Pangle ZAY est droit. Il suit de là que, 


dans ce cas , le lieu géométrique devient un ellipsoide de ré- 


volution. . 


Lorsque les angles & ,6 , 7 sont droits, le lieu géométrique 
est une sphère. 

12° Propcèmr. 7 rouver la courbe de contact d'une surface 
du second degré, et d'un cône dont le centre est donné. 

Cette courbe est évidemment le lieu des points de la surface 
donnée pour lesquels le plan tangent passe par le point donné- 
Soient &, 6, y les coordonnées de ce point , l’équation de la 
surface proposée sera de la forme 


az a ya" + bzy+b'zx+ b'ay+cz+c'y +c'x+ do; 


et celle du plan tangent au point ayant pour coordonnées x”, y, 2’ 


sera 


aazx + d'y + 2a"xxt + by + y) + Dax + 22) 
HT pr) + +e) IC (rx) ado 


On exprimera que ce plan passe par le point donné, en rem- 
plaçant dans son équation x, y, z para, 6,7, ce qui donnera 


2ayz + 2a'Cy + aa'ax" + b(yy + 26) + b (7x + z'a) 
D" (ay +Cr)+c(y+2)+ 0 CC —+y) +c" (ax) Had. 


Cette équation étant «lu premier degré, par rapport à x, y, z, 
considérées comme variables, représente un plan; ce qui fait 
voir que la courbe de contact est plane, et s’obtiendra par lin- 
tersection de la surface donnée par le plan dont nous venons 
ée trouver l'équation. 

Connaissant les équations de la courbe de contact, qui peut 
être considérée comme la directrice de la surface conique cir- 
conscrite, on trouvera facilement l'équation de cette dernière. 

Si le centre du cône s'éloigne à l'infini en suivant une ligne 
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fixe, ayant pour équations x=—=mz+n, y=pz+q, la sur- 
face circonscrite se réduira à un Aie dont les arrètes 
seront parallèles à cette ligne. On pourrait faire de nouveau 
le calcul, en considérant les plans tangens parallèles à cette 
ligne fixe, mais l’équation du plan de la courbe de contact 
peut se déduire de celle qu’en vient d'obtenir, en supposant 


re . & B qe 

«, B,7y infinis et tels, que lon ait-=met - — n. Divisant 
s4 Y 

alors équation du plan par y, et faisant ensuite #, 6, y in- 

finis , elle devient, en supprimant les accens de x’, y’, z’, 


243 + aan y + "mx + by + bnz + b'x + b'mz + b'my 
+ b'nx +c+ cn +c'm—=o. | 


Réciproquement, toute courbe plane tracée sur une surface 
du second degré peut être considérée comme la courbe de con- 
tact de cette surface avec un cône ou un cylindre. Car si par 
trois points de cette courbe on mène des plans tangens, 1ls se 
couperont en un même point, ou seront parallèles à une même 
droite : dans le premier cas, si l’on considère leur point de 
rencontre comme le centre d’un cône circonscrit, la courbe 
de contact devant être plane et passer par les trois points de 
la courbe donnée sur la surface, se confondra avec elle; et, 
dans le second cas, le cylindre circonscrit, dont les génér rites 
seraient parallèles aux intersections des trois plans tangens , ne 
pourrait être tangent que suivant une courbe plane qui , ayant 
trois points communs avec la proposée , se confondrait encore 
avec elle, puisqu’elles sont tracées toutes les deux sur la même 
surface du second degré. 

Tuforèmr. Lorsqu'une surface du second degré en pénèlre 
une autre du même degré, et que lu courbe Tree est plane’, 
la courbe de sorite le sera aussi. 

En effet , puisqu'uné courbe commune aux deux surfaces est 
plane, il faut que des deux équations de ces surfaces on puisse 
déduire celle d’un plan. Or, dans les diverses combinaisons que 
l'on fait entre deux équations , on substitue toujours, au sys- 
tème des deux premières, un système équivalent composé de 
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deux autres équations. Mais l'équation d’un plan combinée avee 
celle d’une surface du second degré, ne pourrait conduire à des 
projections du quatrième degré, comme cela doit être pour les 
deux surfaces proposées; on ne pourra donc remplacer le système 
des deux équations données par lune d'elles, jointe à celle d’un 
seul plan, mais bien par l’une d’elles et une nouvelle équation 
du second degré, qui, si elle représente un plan, en représen- 
tera deux. La courbe d'entrée ne pourra donc être plane sans 
que celle de sortie le soit pareïillement. 

Il pourra se faire, dans certains cas, que l’équation du se- 
cond degré ne représente qu’un seul plan; alors les deux 
courbes d’intersection se confondront en une seule , et les deux 
surfaces seront tangentes, suivant toute létendue de cette 
courbe. | 

13° ProgrÈèmE. Par un point donné, on mène un plan quel- 
conque, qui coupe une surface donnée du second degré, et 
l’on demande le lieu des centres des cônes circonscrits à cette 
surface, suivant les diverses courbes données par l'intersection 
du plan mobile. 

Soit l'équation donnée 


au + by + cx° + dx —=0, 


qui peut représenter toutes les surfaces du second degré; soient 
&, 6,7, les coordonnées du point donné, et x’, y’, z', celles d’un 
quelconque des centres des cônes circonscrits ; d’après le der-- 
nier problème , le plan de la courbe de contact de ce cône et de 
la surface aura pour équation 


2a23" + 2bÿy + 2cxx + d (x + x) =. 


Pour que ce plan passe par le point donné, il faut que son équa: 
ton soit satisfaite quand on y remplace x, ÿ, z par «,6,y; ce 
qui donne 


2au2" + 208y" + 2072" + da + x) = o (1). 


Cetteéquation, ne renfermant de variables que les coordonnées 
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d’un point quelconque du lieu cherché, est Péquation même de 
ce lieu. | 

D'après la forme de cette équation, on voit facilement que 
ce lieu n’est autre chose que le plan de la courbe de contact du 
cône circonscrit à la surface donnée, et ayant son centre au 
point donné. | 

Si l’on supposait que le point #,@, y, s’'éloignât à Pinfini sur 
une droite fixe ayant pour équations x—mz+n, y=pz+q, 
le plan mobile serait constamment parallèle à cette droite, et 
Von prévoit facilement que le lieu serait le plan de la courbe de 
contact de la surface donnée et du cylindre parallèle à la droite 
fixe. C’est ce que l’on déduira de Péquation (1), en divisant tous 


L2 L] LA L2 œ 
ses termes par y, puis faisant «, 6,7 infinis, et supposant - —=m, 
Y 


— = An; On trouvera ainsi 
2az + 2bn7y + ocmx + dm = 0. 

On serait parvenu directement au même résultat en expri- 
mant que le plan mobile est parallèle à une droite fixe. 

14° Prosrèmr., Par une droite donnée, on mène un plan 
quelconque qui coupe une surface donnée du second degré, et 
l’on demande le lieu des centres des cônes circonscrits à cette 
surface suivant les diverses courbes dans lesquelles elle est 
coupée par le plan mobile. 

Soient les équations de la surface et de la droite données 


az + by + cx° + dr—0o 
et T=mit#n, Yÿ—=pr=q. 
L’équation du plan de la courbe de contact du cône, dont 
les coordonnées du centre sont x’, y",2", sera 
2a22 + 2byy" + 2cxx +d(x+ x) = 0. 


Pour qu’il contienne la droite donnée, on aura les deux 
équations 


az + 2cmax"+ 2bny" + dm=o, (2cn+d)x'+2bqy'"+ dn=0 ; 
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qui, ayant Jieu entre les coordonnées d’un quelconque des 
centres des cônes circonscrits, représentcront le lieu cherché ; 
ces équations étant du premier degré, le lieu est une ligne 
droite. je 

Il est facile de juger que si l’on prend un point fixe quel- 
conque sur la droite donnée, et qu’on cherche le lieu des centres 
des cônes circonscrits à la surface, et dont les plans de cantact 
passent par ce point, ce lieu contiendra celui que nous. venons 
de déterminer dans le problème actuel; d’où il résulte que si 
l'on fait la même construction pour tous les points de la droite 
fixe, tous les plans qu'on obtiendra passeront par une même 
droite. Les deux équations que nous avons trouvées pour déter- 
miner cette droite représentent les lieux que lon obtiendrait en 
supposant successivement que le plan mobile fût parallèle à la 
droite fixe, ou passät constamment par le point où elle perce le 
plan xy. Ces équations sont aussi celles de la droite qui joint les 
points de contact des plans tangens à la surface, menés par la 
droite donnée. 

—$i la droite donnée s'éloigne à infini en restant parallèle : à 
un plan fixe, le plan: Hole sera alors parallèle à ce dernier, et 
le lieu cherché sera la droite qui joindra les points de contact 
des plans tangens à la surface et parallèles au plan fixe. C’est 
ce que lon trouverait facilement par un calcul semblable aux 
précédens. 

15° Proscème. 7'rouver le lieu des centres des sphères tan- 
gentes à trois sphères données. 

Considérant d’abord les centres des sphères tangentes à deux 
des sphères données, on aura pour lieu une surface de révolu- 
tion autour de la ligne qui joint leurs centres. On aura la courbe 
génératrice en faisant une section par un plan passant par cette 
ligne, ce qui ramènera à un problème de Géométrie plane, ét 
donnera une courbe du second degré à centre. Or, dans Le mouve- 
ment de révolution de cette courbe, chacune de ses deux direc- 
trices engendrera un plan perpendiculaire à Vaxe, et qui jouira 
de la propriété que les distances d’un point quelconque de la 
surface à ce planet au foyer homologue, qui est un des centres 
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des deux sphères, seront dans un rapport constant. Il en serait 
de même pour le lieu des centres des sphères tangentes à l’une 
de ces deux sphtres et à la troisième, et l’on aurait une seconde 
surface de révolution engendrée par une courbe du second 
degré à centre, ayant un foyer commun avec la première. 
Considérons maintenant les deux plans engendrés par les di- 
rectrices de ces deux surfaces qui correspondent au foyer com- 
mun. Si l’on prend un point quelconque de la courbe cherchée, 
qui est l’intersection des deux surfaces de révolution, qu'on ap- 
pelle d sa distance au foyer commun , et p, p', ses distances aux 
deux plans directeurs , on aura les proportions suivantes, dans 
lesquelles les seconds rapports sont connus, 

di phit min 

pd} mi, A; 
d'où l’on tire 

DASUD 10 MR : 

Les perpendiculaires abaïissées sur les deux plans étant dans 
un rapport connu, la courbe cherchée sera située dans un plan 
qui passera par leur droite d'intersection, et se déterminera 
facilement. Connaissant léquation de ce plan ,et la joignant à 
Pune de celles des surfaces de révolution, on aura les équations 
de la courbe cherchée. 

Nous laissons aux élèves le soin de faire ces calculs, qui ne 
sauraient offrir de difficultés ; ils discuteront toutes les posi- 
tions relatives des sphères , et supposeront qu’elles se réduisent 
successivement à des plans : il suflira pour cela de supposer 
qu’un de leurs points restant fixe , le centre s'éloigne à Pinfint 
dans la direction constante du rayon mené par ce point fixe. 

Quant au lieu des points de contact de la sphère mobile avec 
chacune des trois autres, on trouvera pour chaque sphère un 
petit cercle perpendiculaire au plan des trois centres fixes. 

16° Pronrème. T'rouver l'équation de là surface engendrée 
par une droite qui s'appuie sur deux droites fixes, en faisant 
avec l'une d'elles un angle constant, dont la tangente est n. 

Soit a la plus courte distance des deux droites données , m la 


CHERE 
tangente de leur angle. Prenons leur commune perpendicu- 
laire pour axe des z; pour axe des x celle des deux droites avec 
Jaquelle la génératrice fait un angle constant , et pour axe des y 
une perpendiculaire aux deux premières. 
Les équations de la seconde droite donnée seront 


Z=G, Y—=mMXx. 


Celles de la droite mobile assujettie à couper laxe des x 
seront 


(1)...x = Kz+h, y=K $ 


Eliminant x, y,z, entre ces quatre équations, on aura la 
condition , pour que la génératrice coupe la seconde droite 
donnée ; l'équation résultante sera 


| K'a 
(2)... Kat+h— SR 


Enfin, le cosinus de l'angle que fait la génératrice avec l’axe 





LL K 
des x étant exprimé par ——— De net 
RE, , on aura, d’après les 
Vi+k+K"? 
conditions données , l'équation suivante 
(3) K 1 
. se V’i+ LK:- a K“ —— 1 + n?° 


Éliminant K, K’ et k, entre les équations (1), (2),(3), on 
obtiendra l'équation du lieu cherché, qui sera, toute réduction 
faite , 


(4)... m(s + y) (z— a) = n° (ay — mxz}. 


On observera que n n’entrant qu’au second degré dans cette 
équation, la surface qu’elle représente contiendra toutes les 
droites qui rencontreraient Les deux droites données , en faisant 
avec l'axe des x l'angle obtus supplément du premier. 

Si la génératrice était perpendiculaire sur la droite fixe, on. 
aurait n—@;  divisant d’abord équation (4) par n°, et 
supposant ensuite 200, on trouvera 


ay — MXZ 0; 
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ce qui donne un paraboloïde hyperbolique, comme on devait sy 
attendre, puisque la génératrice se trouve alors parallèle à un 
plan fixe RbReaire : à Paxe des x. 
Si les deux droites données étaient perpendiculaires entre 
elles, m serait infini, et l'équation (4) divisée par m* se rédui- 
rait alors à 


(+ y") (z Pen a) = n'xz?; 


et si Von supposait en même temps 7 —o©, elle deviendrait 
°° —0o, équation qui donne le plan XY et le plan YZ; ce 
que lon pouvait facilement prévoir. 

Enfin , si l’on avait a—o, les deux droites données se 
couperaient à l’origine , et l'équation de la surface deviendrait 
(2° + y") = n°22, 
et se décomposerait en  —0o et z°+y*—n°x*. La pre- 
mière donne le plan même des deux droites qui, en eflet, peut 
être engendré par une droite qui se mouverait en faisant avec 
la première un angle constant, et en les rencontrant toutes les 
deux. La seconde équation 2*<+ y*=—=n°x* représente un 
cône droit ayant pour axe l’axe des x et pour angle au centre 
l'angle donné. C’est encore ce que l’on parie dent pré- 
voir ; car toutes les génératrices de ce cône rencontreront les 
deux droites données , puisqu'elles passent toutes par Porigine, 

et, de plus, elles feront avec axe des x l’angle donné. 

Taéorème. S1 l’on projette une aire plane sur trois plans 
rectangulaires , et qu'on projette ensuite ces trois aires sur le 
plan de la première, la somme de ces trois nouvelles projections 
sera égale à l'aire de la figure primitive, 

Soit m l'aire de la figure donnée , etæ,6 , 7 les angles que son 
plan fait avec les trois plans rectangulaires; les projections sur 
ces plans auront respectivement pour expressions 


MCOSæ, MCOSC, mcosy. 


Les projettant de nouveau sur le premier plan, on obtiendra 
pour expressions des nouvelles aires 


m cos* æ, m Cos*6 , m cos” y, 
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et ces trois quantités ajoutées entre elles donnent m, puisqu'on 
a la relation connue cos* & “+ cos? 6 Æ cos’ y —= 1. w 

Si l’on traite ces trois nouvelles figures comme la première, 
chacune fournira trois nouvelles projections sur le même plan, 
et généralement si l’on répète cette opération m fois, on aura 
sur le plan donné un nombre de figures marqué par 3", et 
dont la somme sera toujours égale à Paire de la figure donnée. 

Tnéorimr. $1 l'on projette une figure plane sur trois 
plans coordonnés rectangulaires, la somme des cônes qui au- 
ront pour bases ces projections et pour sommet commun un 
point quelconque du plün de la figure sera égale au cône 
ayant son sommet à l’origine et pour base la figure donnée. 

Soient a, b,c les cônes donnés des points où le plan de la 
figure coupe les axes, équation de ce plan sera 


2 Y TS 
atbte 


Désignons par m l'aire de la figure et par p la perpendicu- 
laire abaissée de lorigine sur son plan; l’équation précédente 


étant multipliée par — , deviendra 


m 
_ Xz+ 7 EXYHTE xs. 
Or EF, Es © Ê sont les cosinus des angles que le plan donné fait 


: mp m m 
avec les plans rectangulaires ; et par conséquent “E ; . x 


ittos 
sont les projections de la figure donnée sur ces mêmes plars ; 
de plus x, y, z sont les perpendiculaires abaissées d’un point 
quelconque du plan sur ces trois projections. Le premier 
membre de la dernière équation représente donc la somme al- 
gébrique de trois cônes ayant leurs sommets au point x, y, z 
du plan, et pour bases les projections de la figure donnée. De 
plus le second membre est évidemment l'expression du volume 
dun cône ayant son sommet à l’origine et pour base la figure 
donnée; ce qui démontre le théorème annoncé. | 
La composition des signes des quantités @, b, c,x,y, 2,mons 
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trera dans chaque cas si les cônes doivent être ajoutés ou retrans 
chés. 
Si l’on projette de nouveau les trois premières projections sur 
le p'an donné, on aura trois aires dont la somme sera égale à 
celle de la première figure; et par conséquent les cônes dont elles 
seraient.les bases, et qui auraient leur sommet à l’origine, don- 


; Hop} ETS 
neraient encore pour somme —. Si l’on traite chacune de ces 


3 


trois aires comme la première, on obtiendra 9 cônes dont la 
4 « mp Là F 
somme algébrique sera x et généralement cette somme sera tou- 


jours la même pour les projections de l’ordre m qui fourniront 
un nombre de cônes marqué par 3". 


Problèmes proposes aux concours des Collèges 


royaux de Paris. 


1% Prosrims. Les deux côtés AE, AF | fig. 158) d'un angle 
plan EAF étant supposés fixes et coupés par une droite mo- 
bile BC ; trouver la courbe que décrit le centre de gravité G du 
triangle ABC , quand la droite BG se meut de telle sorte, que la 
surface du triangle ABC reste constante. 

Choisissons pour axes des y et des x, les côtés AE, AF de 
Pangle À que nous désignerons par 6. Soient aussi x”, y’ les 
distances variables AC, AB, et m° le double du carré auquel 
la surface du triangle ABC doit être constamment égale. On 
sait que 

ABC == x'y snC— = m°. 
2 2 


Mais en désignant par x et y les coordonnées du centre de 
gravité G du triangle ABC, on aura 


Di EFA OV: 
Portant ces valeurs dans léquation précédente, il en résultera 


celle du lieu demandé qui est 


m? 





Eh a Q sin 6° 
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Cette équation appartient à une hyperbole qui devient équi- 
latère quand Pangle € est droit. Les axes en sont les asymptotes; 
et si m°est nul , la courbe se réduira au système de ses deux axes. 

2 Prosrème. (Fig. 159). Étant donné un quadrilatère 
AGFH dont les quatre côtés ne sont pas situés dans un méme 
plan, on demande : 

1°. L'équation de la surface décrite par une droite ED, qui 
dans son mouvement couperait toujours proportionnellement les 
deux côtés opposés AH, GF, de manière que dans chaque post- 
tion de la droite génératrice on eût la proportion 


AE : EH :: GD : DF. 


2°. L’équation de la surface engendrée par le mouvement 
d'une seconde droite BC, qui couperait proportionnellement les 
deux autres côtés du même quadrilatère, de sorte qu'on eñt la 
proportion 

AB;: BG: CH: CF. 
39. On demande si les deux surfaces sont différentes. 

Je prends les deux côtés AG, AH du quadrilatère pour axes 
des x et des z; par la ligne AG, je fais passer un plan paral- : 
Jèle à FI, auquel, d’après un théorème connu de Géométrie, 
ED sera parallele dans toutes ses positions. De même, par AH, 
je mène un plan parallele à FG, et auquel BC restera parallèle 
pendant son mouvement. Ces deux plans se couperont suivant 
une droite que je prends pour axe des y. 


Les équations de FG sont LE y V 0e 
Celles de FH sont ", =, Y—=UOX. 


La condition, pour que ces lignes se coupent, établit entre les 
coeñliciens m,n,b, a, la relation 


b 


a 
1 OM “DEP == mi 
OISE 
Cela posé , la génératrice DE étant parallèle au plan y, ses 


équations sont 
y=ax;)2—C, 


(18830) 
Si l'on exprime que cettc droite s'appuie sur le côté GE du 
quadrilatère, on trouvera l'équation de condition 


bÊ — am, 


6 et & étant constantes pour tous les points d’une même géné- 
ratrice, et variables, d'une position à l’autre de la génératrice.-On 
aura donc un résultat commun à toutes les positions de la géné- 
ratrice, et par suite l’équation de la surface demandée, si lon 


remplace 6 et « par leurs valeurs z et : . Ce qui donne 


b 
(2). APE Re 


On trouvera de même que la surface engendrée par BC a pour 
équation la relation (2). 

Par conséquent les deux surfaces coïncident. 

Il suit de là que les deux génératrices DE, CB se coupent; ce 
qui démontre une proposition exposée dans le Traité de Géo- 
métrie de M. Le Gendre (Prop. 16, liv. V). 


m nd: 
Reprenons équation (2); en y faisant 5 —P elle se réduit à 


(5)2.23x = py. 


On voit d’abord que la surface passe par Porigine. On oblien- 
dra lintersection de cette surface par le plan des xy, en fai- 
sant 3 —0; ce qui donne y— 0, et laisse x arbitraire; cette 
intersection est donc l’axe des x. 


On trouvera aussi que l’axe des z est l’intersection de la 
surface et du plan zy. 


Maintenant, coupons la surface par une suite de plans paral- 
Ièles au plan xy , l'équation générale de ces plans est z2=—«, et 


. (2 . . 
celle des sections est y F : x. D'où l’on voit que ces sections 


sont des Lignes droites, donc les projections sur le plan xy pas- 
sent par l’origine. 


La symétrie de l’équation de la surface par rapport aux va- 
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riables zet x, montre que ses intersections par dés plans pa- 
_rallèles au plan yz, sont également des droites dont les projec- 
tions sur ce plan passent par l’origine. 

Considérons la variable y qui n’entre pas de la même manière 
dans l’équation (3) de la surface , et faisons y=6€. L’équation (3) 
se"change en 2x = pé; elle appartient sous cette forme à une 
suite d'hyperboles situées dans des plans parallèles aux zx, 
dont la position dépend du signe de 6. Quand €— 0 ; intersec- 
tion se réduit au système des axes z el x. 

Pour achever de découvrir les diverses courbures de la surface, 
nous allons la couper par des plans tournant autour de chacun 
des axes coordonnés. 

Nous ferons d’abord passer un plan par l'axe des x ; son équa- 
tion ; qui est la même que celle de sa trace sur zx, sera y— ka. 

Éliminant y entre cette équation et celle de la surface, il vient, 
pour la projection des points communs sur xz, l'équation 
2 (x—pk)—=o, quise divise en z2=0 et x = ph.; C'est l’axe 
des x d’une part, et une parallèle à l'axe des z de l'autre. 

On trouverait de même}, en considérant des plans tournant 
autour de laxe des z, que leurs points communs avec la surface 
se projettent sur zx suivant l’axe des z et des parallèles à l’axe 
des zx. 

Enfin si lon mène un plan par Paxe des y, sa trace sur zx 
aura pour équation z—=k"x; la combinant avec celle de la sur- 
face , par Pélimination de z , on aura k'x?= py. Ces projections 
sont des paraboles , quel que soit 4’. 

Il serait facile de reconnaître que les courbes projetées sont 
clles-mêmes des paraboles. 

Cette surface est celle qu’on nomme paraboloïde hyperbolique. 

3° Procèms. Les trois arêtes d'un angle solide À (fig. 160) 
étant supposées fixes et coupées par un plan mobile BDC, trou- 
ver l'équation de la surface courbe que décrit le centre de gra- 
wité de la pyramide comprise entre lesifaces de l'angle solide et 
le plan dont 1l s'agit, quand ce plan se meut de manière que le 
volume de la pyramide reste toujours le même. 

Nous prendrons les arêtes AC, AD, AB. de l'angle solide A 
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pour les axes des x, des y et des z; d’où il suit que ses faces se- 
ront les plans coordonnés. Nous deniers par L': Yo ele 
distances AC, AD, AB, du sommét dë Pangle aû plan Hoble 
BCD considéré dans une de ses positions. Cela posé, le volume 
dé la pyramide BACD est égal à DACX + BP; BP étant la per 
pendiculaire abaissée du point B sur la face DAC, Läire du 
triangle DAC est représentée par ; x'y" Sina, (« désigne Pangle 
connu DAC). 

Lé triangle rectangle BAP, dont Pangle A est Pinclinaison 
donnée de Parête AB sur le plan DAC, va servir à déterminer 
BP. En eflet, soit 6 l'angle BAP; on a 


1:Z :: sin6: BP; d'où BP—z'siné. 
Portarit ces valeurs de DAC et de BP dans Pexpréssion du 


volume de la: pyramide, et prenant 5m pour la constante à 
laquelle ce solide doit toujours être égal, on aura 


x'y"z sin & sin 6 — mn". 


I] ne reste plus qu’à exprimer les variables x”, y, 2’ en fonc- 
tion des coordonnées z,y,2 du centre de gravité G de la pyra- 
mide. Or, on sait que AH —4GH ; d’où l’on voit, au moyen de 
triangles faciles à construire, que 


NL, NY = 4y) FER 
Substituant dans l'équation ci-dessus, elle devient 


E 
OUT NT TE 64 sin a sin 6 
C'est l'équation du lieu géométrique décrit par le centre de 
gravité de la pyramide. Il est aisé de voir que cette surface est 
asymptote aux trois plans de Pangle solide A. Si on la coupe par 
des plans parallèles aux plans coordonnés, par exemple par 
uñ plan parallèle à celui des xy dont l’équationest za, là 
projection de l'intersection sur ce dernier plan sera 


mm 


xÿ — 


64 a sin# sin 62 


25 
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équation qui appartient à une hyperbole ayant pour asymptotes : 
les axes des x et des y. 

“Il en sera de même par rapport à toutes les sections faites 
dans la surface par des plans parallèles aux æz et aux ÿz; ce qui 
permet de la considérer comme une sorte d’Ayperboloide du 
troisième ordre. Cette surface est composée de quatre nappes 
indéfinies qui occupent chacune lun des huit angles trièdres 
formés autour du sommet A de la pyramide par les ‘plans des 
coordonnées. Mais on remarquera que les diverses nappes ne 
s'étendent pas dans les angles opposés par le sommet. Ces pro- 
priétés sont une conséquence de lPéquaticn de la surface dont 
la forme étant xyz—P, exige que les variables soient toutes 
trois positives, ou que lune soit positive et les deux autres néga. 
tives. Ces quatre combinaisons de signes répondent aux quatre 
nappes, et les.fixent dans des angles trièdres tels, qu'aucuns ne 
sont opposés par le sommet. 

Lorsque l'angle solide A est rectangulaire, on a sin. a—=siné=1, 
et l'équation é la surface se réduit à 


ce ie one qu 


Si m—0, l'équation correspondante xy2— 0 est satisfaite par 
les trois SL coordonnés. | 
4° Proszème, Etant données une sphère et trois droites dans 
l’espace, mener un plan tangent à la sphère qui fasse dés angles 
égaux avec ces droites. 
Soient AB, CD, EF (Jig. 161) les trois droites , et OGMH 
‘la sphère donnée. Nous prendrons la première de ces lignes 
pour axe des Z, et la perpendiculaire AO menée du centre de 
la sphère pour ET des x. L’axe des y sera élevé par le point À 
perpendiculairement au plan ZAX. 
Les équations des droites AB, Gp, EF, rapportées à ce Dir 
tème d’axes seront 


el me Cl bee NA 
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faisant AO — p; ia sphère dont le rayon est F aura pour 
équation 


(z—p} + y +2 = Re. 
. Enfin, le plan tangent cherché RS aura pour équation 
A #}- By + 3 — 


Il s’agit de déterminer les Cobticiens A,B,D en fonction des 
constantes qui entrent dans les équations des trois droites et 
dans celle de la sphère. Pour cela, nous calculerons les sinus des 
angles que font les trois droites avec le plan RS. On trouve pour 
le sinus de l’angle que fait AB avec le plan RS, 


: CN 
VAS +B: +1 


et pour les sinus des angles, formés par CD et EF avec le 
plan RS, 





Aa+Bb—+i Aa + Bb + 1 
V ae V/1+ A:-+B V/1+a- 14007 V/1+A 1 LATE: 





Egalant l'expression du premier sinus à celles des deux au- 


tres, on aura deux équations qui serviront à déterminer À et B. 
Ces équations sont 





| ahépriess LoshpB een 
VA + B° +: AVAE + a? PHOVIFARE 
10h Aa + Bb+ 











VAL B +: vi Hu 0 BE Mic bia ADR 
On entire 


NE Mens le 1e) 


ab — ba’ 
La(Va ++) à (Va+E Hi) 
ab’ — ba’ 
25... 
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Ces valeurs portées dans l'équation du plan exprimeraient 
qu 1 fait des angles égaux avec les trois droites. Si le coefficient 
D reste encore indéterminé, c’est que tout plan parallèle à RS 
rencontrerait les droites sous les mêmes angles. 
Mais la valeur de D se déduira de la condition que le plan RS 
soit tangent à la sphère. A_cet effet, abaissons le rayon OM per- 
pendiculairement sur le plan RS; les équations de OM seront 


x=Aztbp et, y—=Bz. 
Le aie M où ce rayon coupe la sphère a pour coordonnées 


AR Le agp CHR dt Der RRMIES 
TVAHPH VAHBE À VAEB TH 
Ces valeurs portées dans équation du plan conduiront à 
D—ÆR (A°4 B+E 1) + Ap. 


L'équation générale des plans tangens qui répondent aux con- 
ditions du problème est donc 


Ax+By+z—"+R(A’+ B+ 1) + Ap, 


Aet B devant être remplacés par leurs valeurs ci-dessus calculées. 

Si lon combine le double signe des deux radicaux carrés qui 
entrent dans les formules, on voit que À et B sont susceptibles 
de quatre valeurs; et que chacun de ces couples: donne deux 
plans tangens parallèles ; ainsi le problème a huit solutions. 

On aura l'angle formé avec les trois droites par les plans non 
parallèles, en portant. lés valeurs conjuguées de À et B dans 
l’expression/du: sinus de: cet angle qui est 


1 

Vas 
Ée calcul de la substitution-ne présentant aucune simplifica- 
tion importante, nous nous dispenserons de le rapporter, ainsi 


que. d'examiner ce qui arrive quand les droites dônnées sont 
parallèles toutes trois ou perpenditulaires entre elles, et géné- 
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ralement-quandileurspositions respectives modifient les formules 
qui font connaître À et B. Les élèves pourront entreprendre 
cette discussion. | 

5° Progcème. Un cercle étant donné dans un plan horizon- 
tal, on demande, a°. de faire voir que si Pon coupe un cône 
droit dont de cercle soit la base, par une suite de plans verticaux 
et parallèles entre eux, les sections résultantes seront des hy- 
perboles qui auront leurs asymptotes parallèles ; 2°. de trouver 
sur du verticale élevée par le centre du cercle, le point où il faut 
placer le sommet du cône Fa que les hyperboles sotent équi- 
latères. 

Je place l’origine des coordonnées au sommet du cône, je 
prends son axe pour axe des z, et le plan des xy parallèle à 
celui du cercle donné. Dans cette position, l'équation du cône 
rapporté àdes axes rectangulaires est 


2 


a 
TO a DR AT S 


a représentant le rayon du cercle, et c la hauteur du cône. 
Observons maintenant que la surface étant symétrique par - 
rapport à l’axe desz, tout plan vertical, quelle que soit sa po- 
silion, donnera même intersection à distance égale de Porigine. 
1! suffit donc de considérer les plans coupans dans une direction 
particulière. Nous les prendrons parallèles au plan des yz; alors 
ils ont pour équation æ=m, et toutes les intersections se pro- 
jetteront dans leur véritable grandeur sur ce plan. L’élimination 
de x donne l'équation 


qui représente une hyperbole ; pour toutes valeurs de 7». Les 
-asympiotes communes à cette suite d’hyperboles ont pour équa- 
tion 


SRE 


— st 


C 


Résultat indépendant de m , et qui caractérise les deux généras 
trices du cône situées dans le plan yz. H suit de là, 


DAS 

1°, Que tous les plans verticaux parallèles au plan yz coupent 
le cône suivant des hyperboles qui ont leurs asymptotes paral- 
lèles aux deux génératrices PRRUIteS du cône placées dans le plan 
des yz. - 

2°. Que chacune de ces hyperboles a son centre sur l'axe des x. 

D’après ce qui précède , on serait conduit à des résultats sem- 
blables pour toute autre direction des plans verticaux parallèles. | 

Cherchons enfin quel est le sommet qui rendra les byper-| 
boles équilatères. On sait que le caractère de cette classe de 
courbes du second degré est d’avoir ses on Lou M rectangu- 
Jaires. Cette condition donne a—c, cést-à-dire que la hau- 
teur du cône doit ètre égale au rayon de sa base. 

6° Prosrimz. Doha PéDADHO de la surface engendrée 
par une parabole tournant autour de son axe, et déterminer la 
position que doit avoir cet axe pour que Den ene PS de la SUF- 
face par un plan quelconque donne un cercle pour projection 
sur un plan donné. 

Prenons le plan des x et y par allèle au plan donné, et lori- 
. gine au sommet de la parabole. 
Cela posé, les équations de l'axe de la parabole seront 


TM) y —nz. 
Celle d’un plan quelconque perpendiculaire à cette droite sera 
SH MI + NY = «. 


Le point d’intersection de ce plan avec l'axe aura pour coor- 
données 


œ T1æ mo 


1 + m°+ n°? Y 1+ mm + n°? 1 + mn? 








Le 


et si l’on nomme d la distance de ce point à l’origine, on aura, 


CA 
V1 + m° + nà 


Nommant b la perpendiculaire abaissée du point où le plan 


d — 
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coupe la parabole sur lPaxe de la parabole ) On devra avoir 
(1 ) HAMIDT AO 
2a étant le paramètre donné de la pue 
_ Calculant p qui est la distance de deux points dont on a l’ex- 
pression des coordonnées, et substituant dans Péquation (1) les 
valeurs de p et d'en fonction de #, puis remettant, ar: lieu de «, 
sa valeur z.+ mx+ny, on aura l’équation du lieu qui sera 


dE : (mn?) +y° (im?) Ha (in?) — dura RE 2mnxy 
= 2a(2 + mx + ny) Vitm +n 


Soit maintenant l'équation d'un plan quelconque 


z = ÀÂx + By +C; 


pour avoir la projection de son intersection avec la surface, sue 
le plan xy ou sur tout autre plan parallèle, 1l sufira d'éliminer 
‘z entre son équation et celle de la surface. On pourra même 
pour plus de simplicité supposer Co, parce que toutes les 
sections parallèles dans les surfaces du second degré sont sem- 
blables. Substituant donc Ax + By à z dans l'équation de la sur- 
face , il faudra, pour que léquation résultante soit celle d'un 
cercle, que le coeflicient de xy soit nul, et que les coelliciens de 
æ° et y* soient égaux; ce qui donne les deux conditions 


AB(m°+n)— An—Bm—mn=o, 
14 n°4 A°(m°+ n°) — omA = 1+m° + B°(n°+ n°) — 9nB. 
Or, la première ne peut être satisfaite, quels que soient A etB, 
que si lon a m—0o, n—0, ékdans ce cas, la seconde le sera 
aussi identiquement. 
I] résulte de là que l’axe de la parabole doit être perpendicu- 
laire au plan sur lequel on projette les sections planes de la 


surface, et de plus que cette condition est suffisante, L’équation 
de la surface se réduit alors à 


x? + y” = 242. 


On pourrait facilement démontrer à priori par la Géométrie 
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simple, que la projection d’une section plane quelconque d’un 
paraboloïde de révolution sur le plan tangent au sommet est un 
cercle. 1 | 

7° ProsrÈème. On donne de position le rayon d'une sphère, 
et lon propose de démontrer qu'un plan quelconque perpendi- 
culaire à ce rayon, coupe suivant un cercle tout cône qui a son 
sommet à l'extrémité du rayon et pour base un cercle de la 
sphère. die 

Nous placerons Porigine des coordonnées rectangulaires au 
sommet À (fig. 162) du cône, le plan des xy sera parallèle au 
petit cercle de la sphère qui sert de base au cône, et celui des 
zx passera par le centre de la sphère. 

L’équation du petit cercle DKE est 


(x— a} +y = d, z= 0, 


a représentant Pabscisse du centre de la sphère, d le rayon BD 
et c la distance BO. | 

Une droite, tournant autour du point fixe À en s'appuyant 
constamment sur la circonférence DKE, engendrera une sur- 
face conique dont l’équation sera (*) 


(Gi)... (cx— az) + y = dre, 


Pour exprimer que ce cône est inscrit dans la sphère, il faut 
remplacer d par une fonction du rayon R de la sphère. 


Le triangle BCE donne BE — CE — BC. 
D'ailleurs BC = BO — OC. 
Désignant OC par b, il vient 
PR — (ce — b}. 
Substituant dans (1),0on aura pour l'équation du Con inscrit, 
de; @)... (cx— az) + y = 2 [R2— (ec — b}°]. 
CRU 4 oh 


(f) Voyez VApplication de PAlgèbre à la Géométrie, de Reynaud. 
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Il reste à couper ce cône par un plan perpendiculaire au rayon 
CA, et à reconnaître la nature de l'intersection. 
T'écuitidu du rayon CA, qui est dirigé dans le plan des zx 
en passant par l’origine est 


Celle du plan qui lui sera perpendiculaire en un point quel- 
conque I sera 


b 
x=—-24#+P, 
g 
> restant arbitrarre. Maintenant soit M un point de lintersec- 
tion du cône par le plan perpendiculaire z'A'y", et proposons- 
‘ nous de rapporter tous cés points aux deux coordonnées rectar- 
gulaires Az", A'y" prises dans le plan coupant. A cet effet, nous 


observerons que le point M satisfait à l'équation du cône inscrit; 
par conséquent, si l’on exprime ses coordonnées 


| AQ=—%x, POV UEM 7) 
au moyen de AR=—y et RM—3z, 


Gh'aura, par la substitution des valeurs de x, y, z en fonction 
de y’ et de z' dans (2), l'équation de l'intersection. Or, on a évi- 
demment PQ—AR ou y— y : 


Le triangle MRP donne PR ou A'Q—=MR cos MRP; 
mais A'Q— AA —AQ=P— 7, 


et l'angle MRP est égal à à Pangle z'A’A on la tangente ‘Abe 


nométrique est = 3: Donc 
R b b 
cos MBPR= ——_—_—_— 2 ee 
Va+i  R 
y 4 bz' bz' 
ÂÀ ns = — ZE mn ——— P. 
insi P— x R % 7% R + 


a 7 
* - Enfin, le même triangle MRP donne 


MP — MR sin MRP; donc z — . F 


Portant ces valeurs de x, y, & dans l’équation (2), elle donnexa 
pour l'équation de l'intersection du cône par le plan z’A’y 


[(æ— PRE +) 2 BE bpon gra 2 TE LR — Ce — 5}. 





Il reste à reconnaître que le lieu de cette équation est un 
cercle, ce qui sera vérifié si les coefficiens de y”? et de z°, lorsque 
ces termes auront été transportés dans le premier membre de 
équation, sont égaux et de même sis gne. À cet elfet, nous ordon+ 
nerons par rapport aux variables. Ce vor conduit à 


0 a à Cat gr Ga 8 PES TE EU 
+ CPR — 0. 


“ 


Développant le coeflicient de z’°, on peut l'écrire aïnsi 
(a? + D?) + (a? + D?) — c'R?. 


Observant que a? b?— R?, il se réduit à c’R?, qui est aussi le: 
coeflicient de y”. Donc intersection est un cercle : et comme ce 
résultat est le même pour toute valeur de P, il s'ensuit que la 
section faite dans un cône inscrit à une sphère par un plan quel- 
conque perpendiculaire au rayon qui passe par le sommet, est: 
constamment un cercle. 
8° Prosrème. Etant donné un cône droit dans lequel le 
rayon de la base est le tiers de l'apothème, si l'on prend sur la. 
surface du cône un point situé à la distance a du sommet , et 
que de ce point , comme centre, avec une ouverture de compas 
égale à r,on trace sur la surface du cône une courbe , laquelle 
pourrait étre considérée comme l'intersection de cette surface 
. avec celle de la sphère qui a son centre au point donné, et dont le 
rayon est r. St ensuite on développe la surface convexe du côre en 
une surfaceplane, laquelle sera un secteur circulaire, dont l'angle 
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est = d angle droit , on demande l'équation de la courbe tracée 
sur 1 surface du cône , et devenue plane par le développement 
de cette même ce en un secteur plan. L’équation de la 
courbeétant trouvée en général pour toutes les valeurs de r et 
dea,onfera a—=3,r—2, eton déterminera pour ce cas 
particulier la fisure exacte de la courbe, en la traçant dans 
toute son étendue. | 


- On examinera de plus si la courbe est décrite tout entière 
par le compas qui tourne autour du point donné, ou s'il n’y à 
qu'une partie de la courbe décrite par ce procédé , et quelle est 
cette parlie. 

Concevons le cône ct ia sphère décrite du point « donné A 
(Jix. 165) et supposonsun plan horizontal HB qui coupe ces deux 
surfaces , resnectivement suivant un cercle que nous projeterons 
sur la base du cône. Joignons enfin leurs centres et un de leurs 
points d’ intersection, nous formerons ainsi un triangle EFG. 

Cela posé, il est ds que le plan méridien PE par le 
point F contiendra les points de la courbe situés à la hauteur 

- HB, ou, ce qui est la même chose, à la distance SB du sommet, 
et que, par conséquent , l’un de ces points se trouverait sur la 
génératrice passant par le point L, qui, dans le développement, 
fera avec la génératrice SK un angle qui aura pour mesure un 
arc égal en longueur à LK, décrit du rayon SK ; mais l'angle 
EGF à pour mesure le même arc décrit d’un rayon trois fois 
moindre , il est donc triple du précédent ; en sorte que Péqua- 
tion polaire de la courbe que lon cherche ne dépend que 


d’unerelation entre SB—+v et EGF—3u. Or, le triangle 
EGF donne 


EGLGF Er 
RC PT LES NE 

1 } 
EGF = 3u, EG—-SA=—2a, GF=;SB= x, 


ÊF = — EC — ke LR ee » 


+i Gr) = ri av); F 
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d'où 
cos 3u — Gers rs Hvmgrshs8 (av) 
2av ya 
ou cos es ENS 9], 
re 2 av  E 


telle est l'équation polaire de la courbe, en comptant des angles 
à partir de la génératrice qui passe par le point donné ,.et les 
rayons vecteurs, à partir du sommet du cône. 
Si dans cette équation on fait a—=3 > T=2, ontrouve 
3 f[4—(3— v}° 
COS Au — 1 — (ET; 
5. v 
d’où 


8 + 3u so SV TO cos Bu 16 cos 3. 





ren | 
ss 


Sous la première forme, Péquation nous montre, à cause 
des trois valeurs de correspondantes à une valeur de cos 3u, 


À 3 
que si lon partage la circonférence en trois secteurs de © 


d'angle droit chacun, la courbe sera symétrique dans chacun 
de ces secteurs ; en sorte qu’il suflira de voir sa forme entre les 
lignes PB, PB’; mais CB, sur laquelle on compte les angles, 
partageant BPB’ en deux parties égales, la même forme d’équa- 
tion fait voir que la portion de la courbe comprise entre ces 
deux droites, sera symétrique au-dessus et au-dessous de PC ; 

ea sorte qu’il suffit de la discuter dans angle BPC ; c’est-à-dire 
depuis cos3u —— 1 , jusqu’à cos 3u — + 1 ; les valeurs de w 
correspondantes sont : 


70 
3 


1; 
5; 


Ai = 


ve ELA 





Il Il 


] 


NI Qn © 


or, en prenant le signe positif pour le radical , on voit fa- 
cilement que cos 34 augmentant depuis — 1 jusqu'à #1, 
# augmente depuis 3 jusqu'a 5 ; donc la courbe aura à peu 
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près la forme EC, si PE=—3, P—5, 1] y aura une autre 
branche (ce) séparée de la première, pour laquelle Pe — se, 
3 

Pc—1; car il est facile de prouver qu’il n'existe pas de 
courbe entre le paint e et le point E; pour cela faisotis v— 3229 
dansla première équation:, à étant moindre que Ee , et par con: 
séquent moindre que 2, nous aurons 


COS 2U — 1 GS): 
TT 2\3.— d 7° 


Or , 


BH SN CARE 10 
. C5 est positif, si d << 2; et il faudra que l’on 


… 3 fk—d? 
ait = 35) < 2, ou au plus égal; de à ontire à Re 


| 4,5 
ou égal; d’où LIT LT, ou au plus égal, quand... 


cos 3u——1, c’est-à-dire sur le rayon PB. 

Enfin la génération de la courbe fait voir que la plus-grande 
valeur du rayon vecteur PG ést 349 ; etque la plus petite 
Pce— 392, done sion achève la courbe dans lés autres'ant- 
gles oùelle est symétrique, et que lon décrive quatre cercles 
du centre P,,avec les rayons 5 ,: 3, ?;:1 la courbe sera tout en- 
tière comprise danse cercle PC qu’elle touchera aux points 
C,F; L;:ellé se:composera de deux courbes distinctes, l’une 
comprise entre ce premier cercle et le cercle PE qu’elle tou-, 
chera aux points E:, N , I; l'autre comprise entre les. cercles 
décrits du rayon Pc qu’elle touchera aux points c,g#, L, et du 
rayon Pe qu’elle touchera aux points e, n, 1; il n’y aura rien 
dans le cercle Pc, rien entre les cercles Pe, PE. 

On voit que le cône développé ne fournira que le secteur 
BPP'; en sorte que le compas n’aura décrit que la courbe com- 
prise dans‘cét espace’, ou le’ tiers dela courbe entière. 


( 398 ) 
T'héorèmes à démontrer. 


Tuionëme, (Fig. 164). Si lon décrit une circonférence d’ur 
diamètre quelconque dont lé centre à soit celui du cercle inscrit 
dans le triangle ABC, la somme des carrés des distances des 
sommets À, B,C, à un point quelconque m de cette circonfé= 
rence, multipliés respectivement par les côtés BC, AC ; AB op- 
posés aux sommets A ,B,C; sera toujours la méme, quel qué 
Soit le point que lon prenne sur la circonférence. C'est-à-dire 


que la somme des solides MAS BC, MB AC, MC x AB, 
sera la même pour tous les points de La circonférence men- 
ttonnée, 

: Ilest visiblé que l’on ‘peut, dans cet énoncé, remplacer les 
côtés BC, AG, AB par les sinus des angles A, B,C.. 

Il existe, pour la pyramide triangulaire, une propositioït 
analogue. | Mo 2 me Se 

Ænéorème. (F9. 165). Soient, ABCDE un polygone quel- 
conque inscrit dans un cercle, FGHIK un polygone circonscrit 
dont les côtés touchent la circonférence aux sommets À 2304 
D,;E du premier polygone ; si Pon décrit avec: un rayon arbi= 
tratre une nouvelle circonférence qui ait le méme: centre que :la 
première, la somme des carrés des distances des sommets À #B; 
CG, D, E à un point quelconque m de cette ctroonférence) multi 
pliés respectivement par les iangentes KI, KF,FG, GH, HI, 
sera toujours la même. C'est-à-dire que la somme des solides 
MAXKI, MBXRF, MOSEC, ND KGN, MES IH; est 
constante. Rep 1 5 

Si le polygone ABCDE était régulier, les tangentes KI, KF, 
ÉG, etc., seraient égales, et ce serait alors la somme des carrés 
MA : MB, MC, MD, ME, qui resterait constante. Ce cas parti- 
culier est déjà consigné dans la Géométrie de position. 
Tuéorème. Dans tout polygone, plan ou gauche, la somme 

des carrés des droites qui Joignent deux à deux les points mi- 
lieux tant des côtés que des diagonales, est le huitième de la 


(399 ) 

Somme des carrés de ces côtés et diagonales, multipliée par le 
produit des deux nombres que l’on forme en retranchant suc 
cessivement 1 et 2 du nombre des sommets de ce polygone, 
C'est-à-dire que si l’on désigne par n le nombre des sommets 
du polygone, par D la somme des carrés tant des côtés que des 
diagonales, par d la somme des carrés des droites , qui joignent 
deux à deux les points milieux, tant des côtés que des diago= 
nales, on aura toujours 


d=i(n—1) {(n — 9) D. 


Dans le cas d’un triangle, n—3, et la formule donne 


1 
d=;D. 


Si n—=#4, on trouve d = ñ D; ainsi, dans un quadrilatère; 
la somme des carrés des quinze droites qui joïgnent deux 


4 
à 
PER ? . , 3 
deux les milieux tant des côtés que des diagonales, égale les z 
des carrés de ces côtés et diagonales. 
Nora. M. Carnot a donné (Géométrie de position, pages 331 


1 


et 332) la formule d— Z (n—2)D, mais M. Carnot s’est | 


trompé. Cela devient évident lorsqu'on suit les calculs qui Pont 
conduit à ce résultat; d’ailleurs, en appliquant sa formule au 


. "q « 1 ° e 
quadrilätère, on trouve d— = D, tandis qu'on devrait trou 


YEN — n D, comme il est facile de s’en assurer, 
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